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EF. 

素 书 可 供 物理 ， 天 文 和 应 用 数学 专业 的 硕士 生 ，、 博 士 生 和 研究 人 员 阅 
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本 书 内 容 包括 黑洞 的 经 典 理 论 和 量子 理论 两 部 分 . 经 典 理论 部 分 包括 球 对 称 
引力 场 的 奇异 性 , 球 对 称 恒星 的 引力 塌 缩 ，Kerr 黑洞 、Kerr-Newman 黑洞 和 经 典 
黑洞 热力 学 等 内 容 . 量子 理论 部 分 包括 黑洞 热力 学 的 量子 理论 .黑洞 的 量子 辐射 、 
黑洞 的 微 扰 理 论 和 黑洞 的 量子 化 等 内 容 . 在 内 容 安排 上 , 侧重 于 黑洞 的 量子 
理论 . 

近年 来 , 许多 学 者 对 黑洞 炉 的 量子 理论 颇 感 兴趣 .严格 地 说 , 计算 黑洞 量子 
入 须 用 到 量子 引力 理论 ,而 至 今 还 没有 建立 一 个 令 人 满意 的 量子 引力 理论 ， 用量 
子 引 力 理论 研究 黑洞 的 炉 依 赖 于 量子 引力 理论 的 细节 . 但 是 , WR A R A 
视界 面积 成 正比 这 一 结论 是 普 适 的 , 则 黑洞 炉 就 应 该 与 量子 引力 理论 的 细节 没有 
KA. 因此 ,人 们 可 以 避 开 量子 引力 理论 的 细节 , 来 研究 黑洞 的 热力 学 焙 和 统计 
JEN. 书 中 详细 讨论 了 黑洞 热力 学 的 量子 修正 , 黑洞 量子 炉 的 计算 方法 , 即 壳 
(on shell) 和 离 沉 (off shell) 方 案 ( 其 中 包括 砖 墙 模型 \ 顶 角 奇 异性 方法 、 钝 锥 方法 
和 体积 截断 方法 ) , 协 变 欧 氏 方案 和 共 形 场 论 方法 . 

黑洞 热力 学 的 四 条 定律 与 普通 热力 学 定律 的 一 致 , 使 人 们 自然 认为 黑洞 处 于 
热平衡 状态 (至 少 静态 和 稳 态 黑洞 如 此 ). 如 果 给 黑洞 一 个 微 扰 , 微 扰 衰减 后 黑洞 
应 该 回 到 平衡 状态 . 黑洞 微 扰 理论 表明 , 微 扰 场 在 黑洞 时 空中 的 演化 过 程 分 为 初 
全 扰动 . 准 正 规模 ( 指数 衰减 ) 和 晚期 拖 尾 ( 需 律 衰减 ) 三 个 阶段 .黑洞 状态 对 于 微 
扰 是 稳定 的 . 研究 表明 , 黑洞 准 正规 模 的 频谱 只 决定 于 黑洞 本 身 的 性 质 , 与 扰动 
的 初始 形式 无 关 . 这 一 结果 在 黑洞 的 天 文 观测 中 具有 重要 而 深远 的 意义 , 因此 也 
使 人 们 对 黑洞 准 正 规模 的 研究 产生 了 极 大 的 兴趣 . 犹如 不 同 的 乐器 发 出 不 同 种 类 
的 声音 一 样 , 不 同 的 黑洞 具有 不 同 的 准 正 规模 频谱 . 书 中 详细 讨论 了 几 种 黑洞 时 
空 的 准 正 规模 频谱 和 它们 的 晚期 寡 律 拖 尾 . 

黑洞 是 宇宙 中 最 简单 和 最 漂亮 的 物体 , 只 由 三 个 参量 (质量 , 电荷 和 角 动 量 ) 
便 可 惟一 确定 . 所 有 其 他 性 质 , 如 磁场 、 磁 和 矩 ,物质 结构 ( 轻 子 数 、 重 子 数 ) 等 性 质 
在 形成 黑洞 时 已 全 部 化 为 乌有 . 

黑洞 如 此 简单 ,很 像 氢 原子, 它 只 有 质量 .电荷 和 角 动 量 三 个 经 典 自由 度 . I 
原子 也 只 有 三 个 经 典 自 由 度 ， 即 电子 的 三 个 空间 坐标 x,y. 因此 人 们 想到 , 不 
用 量子 引力 理论 , 用 量子 力学 描述 黑洞 的 量子 化 , 揭示 黑洞 的 量子 性 质 . 书 中 讨 
论 了 黑洞 时 空 的 哈密 顿 正则 量子 化 方案 , 给 出 类 似 苹 定 证 方程 的 黑洞 时 空 动 力学 
方程 , 导出 量子 化 的 黑洞 质量 谱 面积 谱 、 电 荷 谱 和 和 角 动 量 谱 . 书 中 还 讨论 了 暗 物 


zl 


-ii 前 


质 和 暗 能 量 ， 以 及 被 暗 能 量 包围 的 黑洞 的 量子 性 质 . 

本 书 假定 读者 已 具备 广义 相对 论 、 量 子 场 论 、 张 量 分 析 和 微分 几何 等 基础 
知识 . 

作者 与 同事 合作 者 荆 继 良 教授 . 余 洪 伟 教授 和 唐 智 明教 授 获 得 过 两 届 国 际 引 
力 研究 荣誉 奖 (美国 ) 和 一 届 教 育 部 科技 进步 奖 ; 在 几 种 相关 杂志 上 发 表 过 一 些 文 
Hi (Phys. Rev. D 32 篇 ，Ap.J. Lett. 3 fm, ASS 2 f, Nucl. Phys. B 15 篇 ,JHEP 3 
篇 ,Phys. Lett. A&B 22 fi, 中国 科学 4 篇 ) ,加 上 诸多 国内 外 同行 学 者 的 原始 论文 ， 
其 中 部 分 相关 内 容 经 补充 推导 和 加 工整 理 已 写 人 书 中 . 
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2 1x: 史 瓦 希 黑洞 


歼 曼 空间 度 规 张 量 既 决定 于 空间 的 几何 性 质 又 依赖 于 坐标 系 的 选择 . 因此 ， 
度 规 的 奇异 性 分 为 两 种 , 一 种 是 内 个 奇异 性 , 为 一 种 是 坐标 奇异 性 . 坐标 奇 点 可 
以 通过 坐标 变换 消除 , 而 内 店 奇 点 是 空间 的 内 豪 属 性 , 不 能 由 坐标 变换 消除 


1.1 史 瓦 希 面 
在 史 瓦 希 外 部 场 中 ， 
ds =| | OE rae, (1.1.1) 
r=r, =2m 处 有 gi =% , go =0, 称 为 史 瓦 希奇 点 . 由 于 在 r =r, 处 度 规 张 量 的 行 


列 式 和 标 曲 率 都 是 正常 的 , g= -r sin "9, R=g" Ry =12r,", WY Lr =r, 处 的 奇异 
PESPAS re EE SLA P3 SRR E. 下 面 将 看 到 , 通过 适当 的 坐标 变换 可 以 消除 奇 点 "= 六 ， 
因此 这 是 坐标 奇 点 . 史 瓦 希 度 规 还 有 一 个 奇 点 , 即 + = 0. 由 于 相应 的 标 曲 率 R = 
12r;/r 一 ， 所 以 这 一 奇 点 是 无 法 用 坐标 变换 消除 的 , FEY ELSE (Be EL AF 
点 ). 

SP BOE AR rar. 构成 一 个 面 , 称 为 史 瓦 希 面 . 现在 我 们 讨论 这 个 面 的 性 质 . 
容易 发 现 , 满足 条 件 dt = dg = dp = D ERU, 沿 着 这 些 线 有 


2 


dr. 


ds? Shipa N 


r? 


(1.1.2) 


这 些 线 在 +r >r, 的 区 域 是 类 空 的 , YE rer, 区 域 是 类 时 的 . 但 一 条 短程 线 的 切 矢量 
在 沿 短程 线 移动 时 不 能 由 类 时 的 变 为 类 空 的 (只 能 沿线 平移 ) , He 这 两 个 区 域 
在 面 上 无 光滑 连接 .我们 也 可 以 考虑 沿 径 向 传播 的 光线 来 说 明 这 一 点 . 此 时 有 de 
=dp=0,ds=0， 

dr 

dt 
类 时 方向 包含 在 光 锥 之 内 , 我 们 考察 当 7 减 小 时 光 锥 顶 角 的 变化 . 在 区 域 >r, 
中 , 光 锥 顶 角 随 > 的 减 小 而 减 小 ; ror, 时光 锥 顶 角 趋 于 零 ; 进 入 区 域 + <r, 之 后 ， 
坐标 的 参数 线 变 为 类 空 的 , 光 锥 转 90°;r MA r, BO, 光 锥 顶 角 减 小 .上述 情况 如 
1 所 示 . 比较 史 瓦 希 面 两 侧 的 两 个 不 同 的 光 锥 图 , 可 见 r >r, Al <r, 两 个 区 域 
无 光滑 连接 . 


duis ud (1.1.3) 


r? 


zur 


vs 第 1 章 史 瓦 希 黑洞 


图 1 
考虑 一 粒子 沿 径 向 自由 落下 , 此 时 有 ww =w =0,w = 
由 短程 线 方程 可 得 
0 
me +r ouu = 0, 
s 
0 
i d 
dy =- Tau =-g gouu eR ud (1.1.4) 
ds ds 
积分 , 得 到 
Zoot = k = const.. (1.1.5) 


式 中 常数 是 w =0( 开 始 自由 下 落 ) 处 gw 的 值 . 又 由 线 元 的 表达 式 (1.1.1) 可 得 
guu = Zoot + gu = 1: (1. 1. 6) 
FH go 3E EA (1. 1.6) 式 并 注意 S081 = -], 得 到 


(NE ET EE 
z a 
由 此 得 到 
ii 3 172. 
u =- | 1+| (注意 u <0). (1.1.7) 
| " 
由 (1.1.5) 和 (1.1.7) 式 可 知 
dt 0 「 )-1/ 1 -1/2 
nb | e (1.1.8) 
dr u ` r ~ r- 
FAST (1.1.8) X, 得 到 
Pe 上 > 00, (1.1.9) 


^ (1 — rr) F -1l +r,/r 


(1.1.9) HH, ARF Aran >r 处 落 至 史 瓦 希 面 , 在 远 处 观察 者 看 来 , 需 
要 经 过 无 限 长 时 间 . 自 m 至 ~ 的 径 向 距离 是 有 限 的 , 由 d = y;dx dx’ 得 


raje E (1.1.10) 
o^ jl -r/r 


1.2 自由 下 落 坐标 系 NK 


此 式 具 有 有 限 值 . 
在 与 下 落 粒 子 固 连 的 坐标 系 中 , 测 得 的 对 应 时 间 间 隔 为 
dr A dr 
ds = i — 1.1.11 
[ : he P F -l +r,/r i í 
此 式 具 有 有 限 值 . 这 就 是 说 ,对 于 自由 下 落 的 观察 者 来 说 , 质点 经 过 有 限 长 时 间 


便 可 到 达 史 瓦 希 面 . 此 后 它 可 以 越过 史 瓦 希 面 一 直到 达 r =0( 如 果 源 质量 集中 在 
中 心 奇 点 ). 如 果 把 恒星 物质 看 作 零 压 流 体 (“ 人 尘埃 " ) , MEANA, 由 上 面 的 
讨论 可 知 , 在 随 动 坐标 系 观测 , 恒星 表面 将 在 有 限时 间 内 缩 至 奇 点 r=0. 而 在 远 
处 观察 者 看 来 , 恒星 表面 缩 至 + =r, 需要 无 限 长 时 间 . 在 2.2 节 中 我 们 还 要 讨论 这 
一 问题 . 

设 一 束 光 波 由 史 瓦 希 面 附近 发 出 , 频率 为 v, ,和 远 处 观察 者 接收 到 的 频率 为 
vs. 由 光谱 线 的 频 移 公 式 有 


Vp Jg oo 
2 , 
v, [B 
^ Soo 


对 无 限 远 处 的 观察 者 B， gol. 所 以 当 go =O 时 出 现 无 限 红 移 . 即 当 光源 位 于 史 
瓦 希 面 上 时 , 远 处 观察 者 测 得 无 限 红 移 . WORE Mr =r, (goo =0 的 面 ) 为 无 限 红 移 面 . 
由 此 可 知 ， 当 试验 粒子 落 到 无 限 红 移 面 上 时 , 粒子 上 发 生 的 一 切 物 理 过 程 , 在 远 
处 观察 者 看 来 都 变 得 无 限 缓慢 . 


1.2 自由 下 落 坐 标 系 


在 沿 径 向 自由 下 落 的 坐标 系 中 测 得 粒子 自 r=r。 BWA =r, 需要 有 限 长 时 间 ， 
可 见 在 这 一 坐标 系 中 奇 点 + =7, 已 不 存在 . 因此 , 为 了 把 史 瓦 希 度 规 延 拓 到 7 <r, 
的 区 域 , 我 们 寻找 一 个 坐标 变换 ,由 史 瓦 希 坐 标 系 (1,7) 变 至 自由 下 落 坐 标 系 (7， 
p) .为 此 , 令 


T=tt+f(r),p=t+@(r). (1.2.1) 
式 中 /和 o 是 待定 函数 . RIEA EKSA 的 选择 ,以 新 的 线 元 表达 式 de 


-二 dp 代替 (1. 1.1) 式 的 右 端 , 这 样 便 消除 际 了 奇 点 + or. 由 (1.2.1) 式 有 


2 7。，2 2 rs 7 2 
dr - —dp =(dt + fdr) - (dt + e'dr) 
r 


Fg" dir 4 "n z To? jdr. (1.2.2) 


xtti fe S. 可 见 只 要 选择 /和 ,使 之 满足 
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fs (1.2.3) 
T. ,2 2 | T, » 
hen af B quud (1.2.4) 
S 
从 这 些 方程 中 消去 f, 得 到 
-1/2( -1 
中 = I 全 二 | (1.2.5) 
r l r 
积分 得 
1/2 
n l^ *247 一人 In Tra +A (1.2.6) 
式 中 4=r .又 由 (1.2.3) 和 (1.2.5) 式 得 
if ) f "das 
e -f- ^ let = ea 
| ; bx 
积分 上 式 , 注意 到 (1.2.1) 式 , 得 到 
o-f=p-T= ee (1.2.7) 
或 者 
js us 2/3 
EN pum) (1.2. 8) 
由 (1.2.6) 和 (1.2.7) 式 便 完 全 确定 了 变换 (1.2. 1) X: 
2743 
ZLUESC - T) 
= Ir- hi 
pouce SoS a 
ir + oF 
3 1/3 
zal 3 1/3 EC e T) a n 
=T -2r, ELT T) r,ln 173 (1.2.9) 
2 3 1/3 
gp) Ts 


这 就 是 说 , 可 以 找到 满足 (1.2.3) ~ (1.2.4) 式 的 函数 /和 o. 于 是 史 瓦 希 度 规 


变 为 


) ] -2/3 4/3 


ae dQ. (1.2.10) 


dp 一 六 


EE 


iosa 2E p= 
此 即 Lemaitre 度 规 . 
由 (1.2.7) 式 可 知 , Á rr 时, p-Tr=2r/3， 此 时 度 规 (1.2. 10) 式 不 再 有 奇 
异性 . 
由 于 度 规 (1.2. 10) 式 和 史 瓦 希 度 规 由 坐标 变换 相 联 系 , 所 以 度 规 (1.2. 10) 


1.3. 史 瓦 希 黑洞 。 5s 


式 在 r»r, 区 域 满足 爱 因 斯 坦 方 程 ;解析 延 拓 至 r<r, 的 区 域 之 后 由 r-r, 处 无 奇 
点 可 以 推断 , E rsr 区 域 (1.2.10) 式 仍 满足 爱 因 斯 坦 方 程 . 仅 在 +=0( 即 p-7= 
0) 处 有 一 奇 点 . 

由 (1. 2.7) 式 得 到 


Ies L 
meire meiri ee (1.2.11) 
r. r. 1-r,r 
由 (1.1.5) 和 (1.1.7) 式 给 出 
di k dr 1 fh KI 
ds l-r/r' ds i (d k pu rese) 


粒子 开始 下 落 时 有 w =0,r >o ,代入 (1.2.12) 式 确定 =1, 于 是 (1.2.12) 式 给 
ITE -EA -njr) ,代入 (1.2.11) 式 , 得 到 dp =0. 这 正 表明 坐标 系 
(7, p) 是 自由 下 落 的 . 

显然 , EMA. 2. 10) 式 是 一 个 动态 度 规 . 

在 史 瓦 希 度 规 中 ,+r >r, 和 r <r, 两 个 区 域 的 gw 和 gi 均 反 号 , 这 相当 于 时 间 轴 
和 空间 轴 对 换 , 导致 两 个 区 域 不 连通 , > =r, 为 奇异 面 . 在 Lemaitre 度 规 中 , 这 一 奇 
异性 已 消除 .由 (1. 2. 10) 式 可 知 , 在 r>r, Ar <r, 两 个 区 域 , p 恒 为 空间 轴 , 7 TH 
为 时 间 轴 , 除 r+=0 以 外 不 存在 史 瓦 希奇 点 . 


1.3. Shoe RH 


我 们 考察 沿 径 向 的 光 信 和 号 的 行为 . 令 ds 20,492 de 20, 得 到 

dp Ir 

dr FEC Jw. 
式 (1.3.1) 给 出 的 空 - 时 图 表明 , TE R EX (r»r, 的 区 域 ), 沿 径 向 向 外 发 射 的 光线 
可 达 无 限 远 处 , 沿 径 向 向 内 的 光线 可 穿 过 史 瓦 希 面 到 达 奇 点 r=0. 在 了 区 (r<r 
的 区 域 ), 沿 两 个 方向 的 光线 都 要 到 达 奇 点 r=0. 总 之 , 史 瓦 硕 面 是 一 个 单 向 膜 ， 
外 面 的 粒子 或 光子 可 以 通过 它 进 入 7 区 , 到 达 奇 点 r=0, 而 里 面 (7 区) 的 粒子 和 
光子 都 不 可 能 到 达 R DC. 这 一 单 向 膜 称 为 视界 ( Horizon) , T 区 称 为 史 瓦 希 黑 洞 
(black hole). 
由 于 爱 因 斯 坦 引 力 场 方程 在 时 间 反 演 下 是 不 变 的 , 所 以 度 规 (1. 2. 10) 式 经 过 
时 间 反 演变 换 后 仍 满足 爱 因 斯 坦 方 程 . 这 时 有 


2 2 3 ] 2 3 MET 
ds =d -|2 PHT dp - 5 (P +7) r, dQ. 


2 r, 
这 仍 是 一 个 动态 度 规 . 


(1.3.1) 


(1.3.2) 
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对 于 径 向 光线 (ds =0,d46= de =0), 由 空 - 时 图 可 见 , 径 向 光 信 和 号 的 行为 与 图 
2 给 出 的 相反 , 任何 粒子 和 光子 都 不 可 能 由 R 区 进入 7 了 区 , 而 了 区 的 粒子 和 光子 


都 要 进入 RR 区 (图 3). 这样, 史 瓦 希 面 仍 是 单 向 膜 , 但 只 允许 由 里 向 外 的 辐射 .7 
区 称 为 白 洞 (white hole). 


1.4 Kruskal 坐标 


1.3 节 中 引入 的 Lemaitre 度 规 虽 然 消除 了 史 瓦 希 度 规 中 的 奇 点 = 六 ,但 是 仍 


不 能 统一 地 描述 只 区 .了 区 和 了 区 的 过 程 ( 图 

i SN x í 4). Kruskal( 1960) 提出 一 个 坐标 变换 , 使 史 瓦 希 

Sow O 度 规 在 新 坐标 系 中 除了 + = 0 以 外 不 存在 奇 点 ， 
| RX RIX | 而 且 可 以 统一 地 描述 R 区 、7T 区 和 TT 区 的 过 程 . 

a 如 果 从 流 形 中 任 一 点 出 发 的 短程 线 在 两 个 

ja e \ 方向 上 都 可 无 限 延长 , 或 终止 于 内 豪 奇 点 , 则 此 

| 流 形 称 为 最 大 解析 的 流 形 . 如 果 从 流 形 中 任 一 点 


出 发 的 短程 线 在 两 个 方向 上 都 可 无 限 延 长 ， 则 

此 流 形 称 为 完备 的 . 下 面 讨 论 的 Kruskal 流 形 是 
最 大 解析 的 但 不 是 完备 的 (有 奇 点 r=0). 

Kruskal 引入 一 个 新 的 坐标 系 : 

em x =U, x =0, x =Q. (1.4. 1) 


图 4 


x v 


度 规 具 有 形式 : 

ds’ =f dv -f' dw - r(v,u)dQ. (1.4.2) 
4 (1.4. 2) HI CI. 1. D) RHE, JESEGKR PR f=f(r), 当 v=wu=0 时, fARA ARE 
于 零 , 可 以 确定 由 史 瓦 希 坐 标 变 至 Kruskal 坐标 的 变换 式 , “Ar >r, 时 , 得 


1.4 Kruskal 坐标 。 7° 
| 1/2 | t 
EE | xp| — Ish 一 -| ， 
v exp Ea 
pee dw ERAT EX (1.4.3) 
i 27 
RMAN 
| E -ijeg| L| =u - v, 
T dnd th call (1.4. 4) 
2r, `u 
由 (1.4.5) 式 确定 : 
32m | 
pem exp| - | = PGE Fs: (1.4.5) 
式 中 右 端 表示 自 变量 为 (w — 0) 的 一 pc 数 . 
当 r< 六 时 , 得 到 
| 1/2 f r | t | 
=+ -—| exp —|ch 一 
Á i de On)” 2r)" 
res iSt exp sh +], (1. 4. 3a) 
L Er,” 2r, 
May Z- jexp| P ug x > 
t u 
pos arc 由 了 (1. 4. 4a) 
最 后 得 到 Krushal 度 规 : 
3 
ds = ex | du) -r dQ. (1. 4. 6) 


由 (1.4.6) 式 可 见 , 度 规 除了 r=0 有 一 EDU, 再 无 奇 点 .由 (1.4.4) 可 知 , r= 


r, 对 应 于 w= +u, BÆ 


r=0 对 应 EV -u = 


-时 图 中 两 条 PEE IS 由 (1.4.4) 还 可 看 出 , 中 心 奇 点 


-1, 是 两 条 等 轴 双 曲线 ,其 渐 近 线 就 是 上 述 两 A xA fA 


以 r=0( 两 条 双 曲 线 ) 和 +=7,( 两 条 分 角 线 ) 为 界 , 可 将 空 时 分 成 四 个 区 域 : 左 


右 两 个 区 域 (R, 区 和 
TE R, KM R, 
HTA 
fr T ERI T IX , 
MIR. 


R 区 ) ,r+ >r,; 上 下 两 个 区 域 (T 区 和 TT 区 ),r<r,. 


区 ,r= 常数 >r, 对 应 于 w -v =C>0, 是 以 轴 为 对 称 轴 的 双 


r= 常数 <x, 对 应 于 >” -u =C>0, REL v St ADS Fra oo ii 


Br 第 1 章 史 瓦 希 黑洞 


对 于 光子 的 径 向 运动 , ds = d0 = dw =0, 由 (1.4.6) 得 
dv 


=+1 


du , 


即 光 锥 面 与 + 也 分 角 线 平行 ， 与 狭义 相对 论 中 的 情形 相同 . 因此 类 时 线 满足 


(1.4.7) 


ds? > 0, ri < 1, 
5 u Slc fa XT Ss 
d? <0, ER 


Hu HSE fT. 


由 空 -时 图 可 见 , Ri 区 和 R 区 的 粒子 随时 间 坐 标 v 的 增 大 不 可 能 进入 了 区 ， 
只 能 进入 7 区 ;7 区 的 粒子 随 v 的 增 大 将 一 律 到 达 中 心 奇 点 r=0, 不 可 能 治 相 反方 
可 运动 . 因此 , T PERI Se PU Bid, rar, 为 视界 . 

T 区 内 的 粒子 将 一 律 进 入 R 区 (R,，R,), 相反 的 过 程 是 不 可 能 的 . 因此 , 7 了 区 
BJ d EC Fill, r =r, 仍 为 单 向 膜 . 

在 Kruskal 空 时 中 存在 两 个 不 联通 的 宇宙 , 对 应 于 R 区 和 R 区 .不 可 能 用 任 
何 信号 把 这 两 个 区 域 联系 起 来 . 两 个 区 域 中 间隔 一 个 “ 喉 ”(throat ) 或 称 为 “ 虫 洞 ” 
(wormhole). 这 两 个 宇宙 的 含义 现在 尚 不 清楚 . 


1.5 Penrose 图 


uo lee En TEMS: 
* :类 时 未 来 无 穷 远 
对 于 任 一 有 限 > 值 , 24 019 oe 时, 类 时 世界 线 伸展 的 区 域 . 
:类 时 过 去 无 穷 远 
ze 对 于 任 一 有 限 > 值 , 319 — o 时 , 类 时 世界 线 伸 展 的 区 域 . 
" KAS EB 
定义 ”对 于 任 一 有 限 : 值 , 24 1 oo 时 , 类 空 世界 线 伸展 的 区 域 . 
定义 ” 当 (1-7) 为 有 限 值 , 而 (1 +r) 一 % 的 区 域 , 或 所 有 出 射 类 光世 界线 的 
伸展 区 域 . 
SC :类 光 过 去 无 穷 远 
定义 Cer) JARE, 而 (1 -7) 一 -% 的 区域 , 或 发 出 人 射 类 光世 界线 


1.5 Penrose 图 


的 区 域 . 


可 以 证 明 , 在 共 形 变换 下 , 闵可夫 
Kruskal 时 空 图 4 Æ X Penrose 图 7. 


F 
t, mee 


Yi 


r 


ji 


OS 


g- 


斯 基 时 空 图 5 可 变 为 Penrose 图 6. 同样 ， 


类 时 方向 


| 
pur 2 类 空 方向 


n $ 
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一 颗 温度 高 于 环境 温度 的 恒星 会 连续 发 射 能 量 , 它 的 质量 不 断 减少 . 恒星 物 
质 在 引力 的 压缩 过 程 中 被 加 热 , 使 氢 核 聚变 , 成 为 氮 ,， 从 而 提供 防止 恒星 冷却 的 
能 源 , 并 产生 强大 的 辐射 压 与 引力 相 平衡 . 这 样 的 恒星 的 平均 密度 是 1 g， cm ^ 
太阳 就 是 这 类 恒星 的 一 个 例子 . 

当 恒 星 的 氧 燃烧 列 尽 以 后 , 可 以 发 生 其 他 的 核反应 过 程 , 产生 更 重 的 核 . 但 
这 些 过 程 持续 的 时 间 很 短 . 在 强大 的 引力 的 作用 下 , 恒星 物质 密度 迅速 增 大 ， 致 
使 恒星 物质 ( 除 极 薄 的 外 层 部 分 以 外 ) 的 电子 发 生 简 并 , 于 是 恒星 进入 一 个 新 的 平 
衡 阶段 , 由 电子 的 简 并 压 和 引力 相 平衡 . 这 种 恒星 的 密度 约 为 10 ge em ^, FR 
星 就 属于 这 类 恒星 . 

质量 大 于 1.2W。 的 白矮星 不 可 能 稳定 ,电子 和 核 内 的 质子 反应 变 为 中 子 ,， 从 
而 使 恒星 物质 呈 中 子 态 . 中 子 星 便 属于 这 类 恒星 ,其 密度 约 为 10” ge em . 如果 
中 子 星 质量 M<3.2M。, 则 可 以 稳定 存在 . 现在 人 们 知道 , 脉冲 星 即 中 子 星 , 它们 
发 出 的 光 和 电磁 辐射 脉冲 周期 从 10 ”~ 1s. 观测 到 的 脉冲 星 周期 相当 准确 ,这 只 
可 能 解释 为 中 子 星 在 旋转 , 而 以 这 样 的 周期 旋转 的 恒星 半径 应 该 相当 小 . 中 子 星 
靠 着 简 并 中 子 气 产生 的 简 并 压 支撑 引力 以 维持 力学 平衡 . 

质量 大 于 3.2M。 的 中 子 星 不 可 能 稳定 , ESIC, 成 为 黑洞 . 


2.1 广义 相对 论 恒星 的 引力 平衡 


史 瓦 希 内 部 解 为 

ds = e'dí - edr —rdQ. (2. 1. 1) 

式 中 v=v(7) ,入 = 和 (7). 度 规 (2.1.1) 描 述 静 态 球 对 称 恒星 内 部 的 引力 场 . 质量 密 

E p=p(r) 、 压 力 p=p(7) 的 理想 流体 模型 是 星际 物质 的 一 个 很 好 的 近似 . 当 p 不 

等 于 常数 时 , 解 场 方程 得 到 (2. 1. 1) 式 中 的 度 规 系 数 
ns ALN 


式 中 m(7) 为 质量 函数 , 定义 为 


(2.1.2) 


r 


* ”白矮星 和 中 子 星 的 临界 质量 的 数值 因 态 方程 (模型 ) 不 同 而 略 有 不 同 . 


2.1 广义 相对 论 恒星 的 引力 平衡 «He 


m(r) = An p(x)r dr. (2.1.3) 
采用 (2. 1.2) , 可 将 其 余 场 方程 写 为 
, 2p' 
Sue 2.1.4 
y ptp 
marii mcm (2.1.5) 
rs / r 


我 们 先 讨论 p= p(r) 的 一 般 情况 , 然后 再 讨论 p = const. 的 情况 . 一 个 稳定 平 
衡 的 恒星 须 满足 一 些 物理 条 件 . 设 恒星 半径 为 mn, pP(m) 20, p... 2 p(0) =A RIE, 
p» =p(0) = 有 限 值 ;质量 密度 p(7) 随 7 的 增 大 而 减 小 : 


pc <0. (2.1.6) 
在 恒星 表面 , e 和 它 的 导数 应 该 是 连续 的 , m(n) 应 等 于 史 瓦 希 外 解 中 的 质量 M 
m(ro) = M. (2.1.7) 


FH (2.1.3) X nA, 在 r= 0 处 m(r)/r 是 有 限 的 . 
下 面 我 们 要 寻求 对 于 给 定 m 的 最 大 可 能 质量 M, 即 寻 求 恒 星 的 临界 质量 . S 


/2 


f(r) =e (2.1.8) 
上 述 压强 有 限 的 条 件 可 表示 为 , f/rf E r =0 处 有 限 . (2.1.9) 
H (2. 1.4) 和 (2.1.5) 式 可 以 得 到 
2 Bi 22r | = - E 3 (2.1.10) 
由 (2.1.6) 式 可 知 ,地 | af x] <0, WA 
aya 1 2% <0. (2. 1.11) 
在 r=m, MA p(n)z0, 且 内 、 外 解 应 光滑 连接 , 因此 有 
py df] Ol 1 
f (ro) =1 - au. BET (2.1.12) 
FA (2.1.12) ÑX} (2. 1. 11) XU. r Bl ro 积分, 得 到 
Pi 1 - 2) (2.1.13) 
AIF (2. 1.12) RI(2. 1.13) 5k, EL ro 之 间 积分 ,得 到 
E "7 Mp rdr 
/(0) eee | Te (2. 1.14) 


把 p(r) 5 X 
p(r) = po + p 
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式 中 po 2 6M/ kr, , p W xt 
| p(r)rdr20, w <0, p(0) SO. (2.1.15) 
则 有 


3 


mr) = MS + f u)r dr. (2.1.16) 


式 中 的 积分 总 是 正 的 .用 普 (7) 代 蔡 Mr /no 将 使 (2.1.14) 式 右 端的 值 增 大 . 由 此 可 
以 得 到 


f0) = 2: 1 JE : (2. 1.17) 
9 "E 
注意 f(0) 20, 则 由 (2.1.17) 式 得 到 
2 S d (2. 1.18) 
To 9 


这 就 是 恒星 保持 稳定 平衡 的 条 件 . 应 注意 (2.1.18) 式 中 M M r 的 定义 . M 是 质量 
密度 p 在 坐标 体积 中 的 积分 , 对 应 于 牛顿 引力 理论 中 的 引力 质量 . 半径 m 的 定义 
要 使 表面 积 为 4rri.(2. 1. 18) 表 明 , 表面 积 一 定 的 恒星 ,只 要 其 质量 小 于 临界 质 
E, 就 是 稳定 的 . 质量 大 于 临界 质量 的 恒星 不 会 稳定 , 会 因 引 力 的 作用 而 坪 缩 . 

当 p=const. 时 , 由 (2.1.3)，(2.1.7) 和 (2.1.18) 式 得 到 临界 质量 的 表示 式 : 


8 | 2 
saa : 2.1.19 
“9 BkC'p ( ) 
式 中 C 21.86x10 ^" cme g .代入 几 个 典型 密度 , 得 到 下 列 临界 质量 : 
p/(g* em) 2? 1 10° 10 
M/Mo 1.14 x 108 1.14 x 10? 3.96 


这 些 数 值 虽 不 很 精确 , 但 已 清楚 地 表明 ，, 中子星 只 能 具有 几 售 太阳 的 质量 , 质量 
再 大 的 中 子 星 将 没有 稳定 的 终 态 . 

由 (2.1.18) 式 及 光谱 线 引 力 红 移 的 公式 可 以 得 到 , 稳定 的 恒星 表面 发 出 的 光 
最 大 的 红 移 值 是 Z =2. 


2.2 ERY BAYS | SA 


2.1 节 的 讨论 已 经 表明 , 在 恒星 演化 的 晚期 , 如果 恒星 质量 大 于 中 子 星 的 临 
界 质量 , HARHA. 这 实际 上 只 是 一 个 直观 的 假设 . 在 本 节 中 , 我 们 利用 一 个 简 
单 的 态 方程 ,进行 严格 的 计算 , 来 证 明 上 述 假设 的 正确 性 . 


2.2 Sou PROS HIA > 13s 


假设 恒星 物质 是 零 压 流体 . 由 于 压强 等 于 零 ， 只 要 恒星 开始 收缩 ,就 必然 要 
JA 28 — x. 由 这 一 模型 所 得 到 的 度 规 在 整个 空 时 区 域内 满足 爱 因 斯 坦 场 方 程 . 
取 随 动 坐标 系 (1,r,09,q), 解 爱 因 斯 坦 场 方程 , 将 得 到 Tolman BER: 
di and EU adr Rad. (2.2.1) 
式 中 f(r) LAE f(r) > -1 的 任意 函数 . 令 RGr,t) =R). r, f(r) = - kr, 
得 到 一 个 最 简单 的 恒星 内 部 解 : 
ds = dř - R (1) 


+r dQ}. (2.2.2) 


dr 
1-kr 
这 正 是 Robertson-Walker EE. 由 于 它 描述 均匀 .各 向 同性 空 - 时 , 所 以 在 宇宙 学 中 
在 随 动 坐标 系 中 有 u =0,w =1, FEFE Th =0 的 空间 分 量 自然 满足 ,时 

间 分 量 为 


es e 
Tis =- +o|=0. (2.2.3) 
p, a= EO pm -R (Or 
又 由 场 方程 Ru -euR 2400, fl 
2k - R(t)R(t) -2R (t) = 4mp. (2.2.4) 
FH (2. 2.3) f(2. 2.4) 式 得 到 p(1)R (1) =const. ,调整 径 向 坐标 , 使 
R(0) = I. (2.2.5) 
此 时 有 p(t)R (t) 2 (0), BI 
p(t) = p(O)R (1). (2.2.6) 
将 (2.2.5) ~ (2.2.6) 和 (2.2.2) 式 代入 场 方程 ,可 将 场 方程 化 为 
4mp(0)R (t) = 2k + R(t) R(t) +2R (1), (2.9.7) 
T0) R^ (0) > RD (2.2.8) 
WER (D, 得 到 
R(t) =—h+°™(0)R (D. (2.2.9) 
假设 上 =0 时 流体 是 静止 的 , 则 有 
R(t) = 0. (2.2. 10) 
代入 (2. 2. 9) 式 得 
(2.2.11) 


3 
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(2. 2. 9) 式 化 为 


R(t) = KLR C) - 1], (2.2.12) 
此 方程 的 解 具有 形式 : 
| mu. sin 
f: E p Ss V), (2.2. 13) 
| R= +a + cos). (2.2.14) 
这 是 摆 线 (图 8) 的 参数 方程 , Svan, 即 当 上 = 7/2 kit, R(t) =0. 这 表明 一 个 


零 压 流 体 球 将 在 有 限 长 的 时 间 oo /2 业内 从 静止 南 缩 到 中 心 奇 点 . 


R(t) 


虽然 在 随 动 坐标 系 中 观测 , 1x — PS eR 
需要 有 限 长 时 间 , 但 是 对 于 远 处 观察 者 , 由 1.1 
节 可 知 , 星体 表面 要 达到 史 瓦 希 面 需 经 过 无 限 长 
"ERI; 9239485] r 20, 外 面 的 观察 者 是 看 不 到 的 . 
由 随 动 坐标 系 变 至 忠 瓦 希 坐标 系 , 可 以 求 得 


n/2J/k. 3n / 24K 


对 (2.2.15 


远 处 观察 者 测 得 的 自 星 球 表面 发 出 的 光 的 红 移 
图 8 (Weinberg ,1972 ) : 

=% _ | ka` 

v $ R(t)? 

[ l-ko +a k[1 -RŒ ]R CD] -1 

(2.2.15) 

) 式 的 详细 分 析 表 明 , ARAE FEMA), 红 移 2 由 


qo 


Z 


零 开 始 缓慢 增 大 , 然后 2 的 增 大 速度 突然 加 快 (接近 指数 规律 ), 红 移 趋 于 无 限 


大 . 这 就 是 说 , 在 远 处 观察 者 看 来 , HAE WEEK EER RAR H. 
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史 瓦 希 解 是 球 对 称 无 转动 场 源 的 引力 场 , 这 是 十 分 特殊 的 情况 . 一般 的 引力 
圾 缩 不 可 能 是 球 对 称 的 , 因为 各 种 天 体 都 具有 和 角 动 量 . 本 章 讨论 具有 和 轴 对 称 性 的 
旋转 天 体 的 引力 性 质 . 


3.1 s KR BE H 


轴 对 称 旋转 天 体 的 引力 场 由 Papapetrou 度 规 描述 : 
ds = f(dt - wde)? -f [e'(dp +dz) «pde ]. (3.1.1) 
变换 到 椭 球 坐标 : 


p=kx -1) (1-y) , z= key. (3.1. 2) 
4 ke 地 ,将 场 方程 的 解 写 为 
f=As/Bs,e" = AVp'(x -y)", 
o = - 2MqG,(1 - y )/As. (3.1.3) 
RP p M q 满足 条 件 p +q =1; 不 旋转 时 g=0, p=1.8=1, 对 应 于 Kerr ff 
Ai =pxtqy-l, B, = (px +1)° +q y, 
C, 2 - (px +1). (3. 1. 4) 
5=2 时 的 解 为 
A 2[p (x -1) «q(1-y)Y 
-4pq (X -1)(1- y ) (X - y), 
B, =(p x +qx -1+2p -2px) 
+4gy (px -pxy -y +1)", 
C =p (è -l1)[-4x (X -y) «(X -1)(1-y')] 
+px(x -1) x[-2(% -1) - (3 «x1 -5y)] 
+q (3x € 1) (1 - y). (3.1.5) 
在 上 述 诸 式 中 , 如 果 g =0, Wf Me 的 表达 式 成 为 第 一 篇 中 的 (3. 3.30) 和 
(3.3.31):X, o 20, 设 物体 的 角 动 量 为 J, WA 
J = Mg = Ma. (3.1.6) 


将 8=1 的 解 作 变 换 


p 
d 
Ne 
pz! 
lm 
et 
St 


puc G y = cos0， 


得 到 通常 形式 的 Kerr 度 规 


ds =|1 


T 2 2 
2 r +a cos 0 


2 2 
r +a -2Mr 


2Mr E 


r +a cos 0 
_ (r 4 a cos 0)d0 - | (r + a )sin 0 


2Mra sin 0 
十 "EAD RE ee pe 


z 2 2 
r +acos 0 


2 AMrasin 0 
dp + 一 一 ~ 


r +acos 0 


didg. 


3.2 特征 曲面 


dr 


(3.1.8) 


无 限 红 移 面 是 go =O 的 面 . 史 瓦 希 场 的 无 限 红 移 面 为 r=7,=2m, 克 尔 场 中 的 


无 限 红 移 面 为 
rn-Mt IM^ -a cos 0. 


(3.2.1) 


由 空 -时 图 可 知 , 一 个 超 曲 面 /(x") =0 为 单 向 膜 的 条 件 是 其 法 向 矢量 n, = 人 
KEKERE, n 为 零 天 量 对 应 于 单 向 膜 开 始 出 现 的 超 曲面 ， 称 为 视界 . 因此 ， 


视界 f(x") =0 满足 条 件 
eun of Ff 9 


nın = TERT 
Ox Ox 


(3.2.2) 


将 史 瓦 希 度 规 代 入 (3.2.2) 式 , 注意 到 球 对 称 性 [f(x*) =/(7) ], 得 到 


" 


r 


2 
= 0. 


E 
~ Or 


fosse? 


此 方程 的 解 为 -=2M=7.. 显然 , 史 瓦 希 场 的 视界 和 无 限 红 移 面 重合 . 
将 克 尔 度 规 (3.1.8) 式 代入 (3.2.2) 式 , 注意 到 辐射 对 称 性 [f(x*) =f/(r,9)]， 


得 到 
m SE E 
.2Mr-r Zo. 2 1 2 


r +acos@ ' r 4a cos 0 
由 于 7 +a cos 040, 得 到 

(r +a - 2MrM., E^. = 0. 
分 离 变量 , 得 到 此 方程 的 解 : 


2 


h 2 
r.= M+ M -a. 


比较 (3.2.4) 和 (3.2.1) 式 , 知 克 尔 场 的 无 限 红 移 面 和 视界 不 重合 . 
类 似 地 , 将 Kerr-Newman 度 规 代 入 (3.2.2) 式 , 得 到 视界 面 


3.2 特征 曲面 。17。 


=M= M-a-kQ (3.2.5) 
对 于 Kerr-Newman-Kasyua 场 ， 只 要 将 (3.2.5) 式 中 的 Q 换 为 (e +q). 
在 克 尔 空 - 时 中 ,直角 坐标 (x,y,z) 与 坐标 (r,9, 9) 的 关系 为 (Kerr,1963) 


x = (rcosọ - asing)sin0, 


y = (rsinọ + acosọ)sinð, 
z 2 rcosQ. (3.2.6) 
在 直角 坐标 系 中 ,， 克 尔 度 规 具有 形式 : 
ds =d - dx -dy - dz 


2 


2Mr r(xdx + ydy) - a(xdy - ydx) 
r az rota 
d 2 
+ ug. (3.2.7) 


这 一 表达 式 消 除了 视界 处 的 坐标 奇异 性 .r=0 处 仍 为 奇 点 .由 (3.2.6) 式 可 知 ,中 
心 奇 点 对 应 于 


2 2 s Vu nA 
z=0, x +y =asin0, OSO8 


这 是 二 维 空间 (x,y) 中 的 一 个 圆 盘 . 又 由 度 规 (3. 1. 8) AY 
r *acos0 20 (3.2.9) 


为 奇异 面 . (3.2.9) RAM r= 0 FLO = SIRERE (a 40). 由 于 此 时 标 曲 率 R = 


o, 可知 这 一 奇异 性 是 内 豪 的 . 在 直角 坐标 系 (3.2.5) 中, 这 一 奇异 性 对 应 于 
z=0, x +y 2a. (3.2.10) 

这 是 二 维 空间 (x,y) 中 的 一 个 圆 环 . 比较 (3.2. 10) 和 (3.2.8) 式 可 以 发 现 ， 只 有 圆 

环 (3.2. 10) 式 才 是 内 豪 奇异 的 . 圆 盘 (3.2.8) 式 比 圆 环 (3.2. 10) 式 多 出 来 的 一 个 


开 域 只 是 坐标 奇异 的 ,因为 在 这 个 开 域 上 r-0,8«7- 度 规 (3. 1.8) 式 是 解析 的 . 


由 (3.2.4) ，(3.2.6) 和 (3.2. 10) 式 可 以 看 出 , 在 二 维 空间 (x,y) A, AAA 
RR (3.2. 10) 在 视界 ~. 的 里 面 . 即 克 尔 场 的 视界 面包 围 了 真 奇 点 (内 豪 奇 点 ) ， 如 
图 9 所 示 . 图 中 虚线 表示 视界 , 实 线 表 示 无 限 红 移 面 ，* 表示 真 奇 点 . 

详细 分 析 表 明 , 8=1, 2, 3，… 对 应 的 辐射 对 称 解 中 , 只 有 6=1 的 解 (ker 
解 ) 没有 裸 奇 点 . 

克 尔 时 空 的 无 限 红 移 面 "~. 和 视界 六 满足 

r> rr, 
如 图 10 所 示 . 视界 r^ 和 无 限 红 移 面包 围 的 区 域 叫 能 层 . T rs 和 六 在 自转 轴 处 相 
切 . 对 于 史 瓦 希 黑 洞 , 六 = 六 ， 能 层 不 存在 . 


s (3.2.8) 


AS 
zi 
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Q 


Q 


当 粒 子 静 止 于 能 层 外 面 时 , 有 


2mr | » 0, 


gu =| i 2 2 2 
t r +acos & 


ds = gwc dt > 0, 
世界 线 为 类 时 曲线 , 这 当然 是 合理 的 . 但 是 当 粒 子 位 于 能 层 内 部 (静止 ) 时 ， 


2mr 


« 0, 


gw =| 1 


2 


r +a cos 9. 
ds’ = gwc dt < 0. 
世界 线 是 类 空 曲线 , 这 表明 粒子 不 可 能 静止 于 能 层 内 部 . 
在 能 层 内 部 , 线 元 可 写 为 
ds = goc dt + gudr 十 gnd0 + gazde + 2go cdọdt, 


ZN , 


2mr 


« 0, 


oo =|] 1 2 2 2 

5 | r * a cos 0 
gu < 0,g < 0, £33 < 0, £03 > 0. 

因此 , 不 能 再 把 : 看 作 时 间 坐 标 , d r,0, 中 看 作 空 间 坐标 . 但 是 可 以 把 线 元 改写 为 

802 


2 
ds - 800 一 
8 


c dt + gudr + gad6 + 


3.3. ”黑洞 的 无 毛 定理 E 


2 
dioxide. 
$ 833 


833 
HF r>r, 时 有 
2 2 2 
£03 r —2mrt+a 
up m 73, »0, 
l gu 2 2 2mra sin 0 
rota t-—3——3- 
r +acos 0 
所 以 只 要 令 


| ag gina «0, 
i 833 


便 可 以 保证 r = const. 和 0 = const. 时 , ds »0. 这 表明 ME 仍 可 作为 时 间 轴 ， 其 余 三 
个 轴 可 看 作 空 间 轴 . 这 正 是 能 层 外 部 观测 者 所 看 到 的 . 但 是 这 时 坐标 轴 随 转动 球 一 
起 作 同 方向 转动 . 我 们 有 

C803 Tar 


idm 833 E (r *a'cos0)(r +a) + r,ra sin 0” 
在 靠近 视界 的 地 方 有 


b cb we j 
一 般 地 ， 有 
ree) Sura. re = 2m. 
这 就 是 说 , BEAL AB AY Ae bs Fl RE OR te HL, DAR SEE 


hj Cos 
$=- 
833 


绕 对 称 轴 与 球体 作 同 方向 转动 . 无 限 红 移 面 是 一 个 静止 的 界面 , 亦 称 静 界 . 


3.3 ”黑洞 的 无 毛 定理 


Carter-Robinson 定理 断言 , 渐 近 平 直 稳 态 轴 对 称 中 性 黑洞 的 外 部 引力 场 有 惟 
一 解 ， 即 克 尔 解 . 这 就 是 说 ,所 有 渐 近 平 直 的 稳 态 黑洞 ,都 只 由 三 个 参量 惟一 确 
E, 这 三 个 参量 就 是 黑洞 的 质量 M, 角 动 量 1( 或 比 角 动 量 a) 以 及 电荷 (有 电荷 时 
相应 的 解 为 克 尔 -纽曼 解 ). 

下 面 我 们 导出 克 尔 黑洞 的 两 个 基本 关系 式 , 积分 关系 式 


M = 20J + EA, (3.3.1) 
Aq 


和 微分 关系 式 


8M = 08J + ŽA. (3.3.2) 
87 


e 20* 第 3 章 
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稳 态 轴 对 称 空间 存在 两 个 Killing KE, 类 时 Killing 矢量 o) 和 类 空 Killing K 


E ée, 它们 满足 恒等式 
En S Eole; Eome = TT 
Ev 去 É eost , 
£o,» = - Rew, 
Ea mee 
由 关于 EC), Eco 的 Killing 方程 
Sou + Eon = 0, 


— 
Eni 


m Evin z Gury 


1 
Éon = g Goss SE) = Emu 
类 似 地 可 证 


Eco) ui = Erotinis 


(3.3.4) 式 的 证 明 如 下 . 设 时 间 位 移 生成 元 和 @ 位 移 生成 元 分 别 为 


0 í 0 

J; z-— = 1 , 
ET so 5 m 
0 0 

Lis = Elo) ax 

FHF Le L=. L, 故 
ovdi e DURS x 
EC.) ax" Eco ap Eco) A Eo re 


即 


v 0 v 0 
Elo Eto), m dat = Eve) Eto, v PR 


ï NES. 0 入 0 
EG) (Eco P TE) ) ov SE (Eo; = Tito) m 
Ox Ox 
E 5 5 09 
EE £i» m Tey) v» 
Ox 


即 
We uo pv 0 
(&o Eos 7 Ee) Gy sw) aa = 0. 
Ox 


由 于 这 是 一 个 恒等式 , 故 (3.3.4) 式 得 证 . 


(3.3.3) 
(3.3.4) 
(3.3.5) 
(3.3.6) 


3.3 ”黑洞 的 无 毛 定理 ums 


现在 4 维 时 空中 选 一 个 不 含 奇 异性 的 类 空 超 曲面 ( 例 1= ERO), 对 (3.3.5) 
式 两 边 进行 面积 分 得 
人 


-— 
Bl 
ie 
no 


按 高 其 


[ 85,4; = | £425, 


Pas 是 类 空 超 曲面 S 的 边界 , Beas 为 

dS = 0$, + 08. , 
其 中 35; 为 包围 黑洞 的 界面 ，95。 为 无 限 远 界面 . TE JC boue Ab REALE UBT BK , EC, 
=(&,0,0,0), 我 们 有 


[es fé dX, = [a Ely dX 


„| o£ 
= fg | + TES 


dX 


0 
(t) 

or / 
rr l v 

= je To ëo dIo = | & Zo, 20, 


= | 38"e" go. goog ur sin6d6dq 


= K : ] M r sin@d@d@ 
DA 3. 
= - 4mM. 
p 
1 ew 1 pav 
M = A ze dÈ w. (3.3.7) 


可 见 等 式 右边 第 一 个 积分 即 黑洞 外 部 空间 总 质量 , 右边 第 二 个 积分 即 黑洞 总 质 
量 . 车 选取 上 述 类 空 超 曲 面 处 处 与 £5, 相 切 , 并 对 (3. 3.6) 式 两 边 进行 面积 分 得 


[ £5.4X, = - [RE 42. 


上 式 左边 可 化 为 
[5 42, 
右边 利用 
Ry 一 js 2-8mT,, 
可 化 为 


- 47 (27 -TEn dX, =- 85/ HE dd, (BEES dX, = 0). 
令 dz, =(d%, 0, 0, 0), 则 
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AS 
zi 


a [Pee ax, Emm. | a eu. 
这 显然 就 是 超 曲面 $ 内 的 总 角 动 量 /. 若 黑洞 外 无 物质 分 布 ，] 即 黑洞 总 角 动量 ， 
M 即 黑洞 质量 . 


J=- ES dX, A (3.3.8) 


F 83g 
M i £542.. (3.3.9) 
由 于 视界 的 性 质 , 过 视界 上 任 一 点 有 且 仅 有 一 光 锥 和 视界 面相 切 ， 即 有 且 仅 有 一 
根 视 界面 上 的 零 短 程 线 ( 称 为 视界 的 母线 ). 
沿 上 述 母 线 上 任 一 点 引入 以 时 间 1 为 参量 的 零 短 程 线 切 矢量 


» dg" 
l = 
dt ’ 
则 
u 0 $ d i u u d 
PIT Cre T Eo + OE. (3. 3. 10) 
由 于 éb ëlo ABE Killing RE, 故 广 也 是 Killing 矢量 ,满足 Killing 方程 
Iul 0. 


HH (3.3.8) (3.3.9) X45 
Mao f, 0 - 08204. 


1 piv 1 piv 

"Am uu d2 iis = of aus o dX, 

s as wor (3.3.11) 
Ags, 


PLETE LF EE— AI A Jer ep AR D, on mm". SEP D 即 沿 母 线 该 点 的 切 
K, n" 是 与 95s EAER, m^, m" E 
元 可 写 为 


dX,, = jn. = l,n,) dA = lina dA. 
由 此 得 


1 Mv 1 
nl 2 (lun, ln, ) dA 


1 1 Vib 
=a, lane )dA 


-1 lan, l” dA 


Aq Inns 


zx as ee | 


4qns t 


3.3 ”黑洞 的 无 毛 定理 E 
1 T 1 
=-—| Llon ldA = 一 dA. .3. 12 
eae a 4T asg ES ) 
式 中 
v m Dr 
=- ll ° = 一 。 
K Bs n dt Nis 


代表 与 视界 一 起 转动 的 粒子 的 坐标 加 速度 的 内 法 向 分 量 , 也 就 是 视界 面 上 的 引力 


加 速度 , 它 满足 


K al = k m" =K m =0. 


KE, k 在 视界 面 上 为 一 常数 .由 (3. 3. 11) 和 (3. 3. 12) 式 便 得 到 (3. 3. 1) X. 


下 面 计算 O, AM k, 能 层 内 各 点 的 拖 忠 角速度 OO 具有 形式 
C803 
(mcer 


, 


833 
RA rar’, , 便 得 到 视界 的 角速度 
Q- J J 


rar, 2M[M +(M -J) 
式 中 


MO = P) 


1/2 ] 1/2 


叫 黑 洞 的 不 可 约 质量 . 在 史 瓦 希 黑 洞 的 情况 下 它 等 于 黑洞 的 质量 M 


2 eg = 2. 


4M: M; 


(3.3.13) 


由 (3.3.13) 式 可 以 看 出 , WA ESTA SRA 8] — 36 B fE ep, 即 黑洞 作 


刚性 转动 ， 只 有 一 一 个 角速度 o. 
^ t = const. , r=r, š WREEK 


df -- Tu a cos 0)d0 - | (ri + a )sin 0 + 


h | ad 
Amr, a sin 0 2 
de , 


h2 2 2 
r. * a cos 0 
1/2 
1/2 8o Se A2 2 ; 

= = (r. * a )sin8. 


Seo? Soe 
故 

dA = gdbde， 
即 


A s [dA = 4m(r e a^) 


2 


-8m[M 
对 于 克 尔 -纽曼 黑洞 有 


+ (M -7) ] = 167M. 


(3.3.14) 


。24。 第 3 章 克 尔 黑洞 
A= 476 GM -0 -2(c at pe * GM Q ira 
[4 
FH (3.3. 13) &I(3. 3. 14) 式 可 以 得 到 
人 = J 
M = 4m 76 72O 20J + 47 15 
而 右 端 第 二 三 项 为 
TM i 2 Joie s. d 4 2.17 
an J - 20) =| ar -L) = Ew =F)", 
将 此 两 式 与 (3.3.1) 式 比较 ,可 知 
K 1 4 24 172 
ac^ 一 rav -J) , 
即 
: (M - P)? p (M hy 3 
K=4T MA MÜM «(M -F d EX 


2M, - M E (rr) 
4MM. Urta) 
在 克 尔 -纽曼 黑洞 的 情况 下 (采用 CGS dil) A 


4T 2 442 Te 
ge GM MW CO 


在 史 瓦 希 黑 洞 的 情况 下 , 显然 有 K = 即 史 瓦 希 黑洞 表面 的 引力 加 速度 . 


1/2 


由 克 尔 情况 可 知 , 24 M^ =J( 或 人 用 =a) 时 k=0. 这 可 以 解释 为 惯性 离心 力 和 
引力 相抵 消 ;这 类 黑洞 称 为 极端 克 尔 黑洞 . 

如 果 J> M (或 者 ec>MN) ,视界 不 存在 ,中心 奇 点 裸露 , 这 在 物理 学 中 是 不 可 
接受 的 . 所 以 Penrose(1968 ) Eh :“ 是 否 存在 一 位 宇宙 监督 , 他 严禁 出 现 裸 
奇 点 ,把 每 一 个 奇 点 都 用 视界 面 履 盖 住 ?” 这 就 是 著名 的 宇宙 监督 原理 . 按照 这 一 
原理 , 不 可 能 有 .>M. 

下 面 证 明 (3.3.2) 式 : 

对 11 的 定义 式 


24 1/2 


2M, =M +(M -J)^, 
两 边 微 分 , 得 到 


ir J 
oM, = UM =a)” òM - aui . 
考虑 到 (3.3. 13) 式 知 上 式 即 
M, 
òM = (ay 9M QJ]. 


3.4 Rindler "E 换 


+ 25+ 


H (3. 3. 14) (3. 3. 15) dl EXHI 


在 CGS 单位 制 中 


8M = 08J + 84. 
8T 


2 
Kc 


Mc’) = OBJ + es 


oA. 


在 克 尔 -纽曼 黑洞 的 情况 下 有 


8M = 08J + 8A + V8Q, 
8T 


h 
joo 


Erw" a) 


3.4 Rindler 4 换 


这 是 一 个 由 闵可夫 斯 基 时 空 坐 标 (X- T) 向 弯曲 时 空 坐标 (* — 0) BRE, 2E 


换 式 为 


| T = xsht, 


| RK (3.4.1) 
X = xcht; 

| T =- xsh 

| MEE 区 (3.4.2) 
X = - xcht; 

|T = xch 

| wens 下 区 (3.4.3) 
- X = xsht; 

Rs PK (3.4.4) 
tX =- xsht; 


Y —uy—E 


在 上 述 变换 下 , 线 元 由 闵可夫 斯 基 的 


ds = dT -dX -dY -dz (3.4.5) 
化 为 
ds =x dt -dx -dy -dz (R,LIX); (3.4.6) 
ds =-x dt «dx -dy -dz EPI (3.4. 7) 
Rindler 变换 把 闵可夫 斯 基 时 空 分 为 4 个 区 域 ( 如 图 11 所 示 ), EAT, X BRE FA 
平分 线 划分 . 


R XA L KEP Rindler 时 空 区 , 它们 与 闵 氏 时 空 一 样 是 静态 的 , 但 都 只 能 


覆盖 闵 氏 时 空 的 一 部 分 .RR 


区 和 工区 没有 因果 关系 ,可 以 看 作 互 不 连通 的 两 个 时 
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= 


28. ERIN ZS CAN Stat, 也 无 坐标 奇 点 . Rindler Ih} Zx 4A A Stat, 但 在 
x =0 有 坐标 奇 点 . 此 处 有 


sm =x =0, (3.4.8) 
可 见 这 是 无 限 红 移 面 .考虑 到 Rindler HJ 7x43 3 个 Killing 矢量 | 了， 2 , SH 
方程 具有 形式 
ax” ax” ` Ox - y ~ az! 
is af 
x | Ot’ ~ OX’ 
=0. (3.4.9) 


(3.4.9) 式 两 端 乘 以 x HRN, HERL, 我 们 得 到 具有 Rindler 时 空 对 称 
性 的 零 超 曲面 


x = 0. (3.4.10) 
可 以 证 明 , 此 面 即 Rindler 时 空 的 事件 视界 . 
图 12 是 闵 氏 时 空 的 Penrose 图 . 比较 Rindler 变换 和 史 瓦 希 时 空 的 克 鲁 斯 卡 变 
换 , 以 及 二 者 的 时 空 图 和 Penrose 图 , 可 以 发 现 , 闵 氏 时 空 对 应 于 克 和 鲁 斯 卡 时 空 
Rindler 时 空 对 应 于 史 瓦 希 时 空 . 其 F 区 和 P 区 分 别 对 应 于 史 瓦 希 的 黑洞 和 白 洞 . 


图 11 图 12 


Rindler 系 中 静止 观测 者 的 固有 加 速度 具有 形式 
d'x 
a=- {=E 2 


dt 


— I" 
ze e eei (3.4.11) 


800 x 


此 式 表明 , 静止 于 x 点 的 观测 者 的 固有 加 速度 为 一 常数 , 即 观 测 者 做 匀 加 速 运 动 . 


3.4 Rindler 7E 换 。27。 


加 速度 的 方向 治 x 增加 的 方向 , 惯性 力 指 向 视界 x = 0. 
Gp a— o .静止 于 史 瓦 希 黑洞 表面 的 观测 者 的 固有 加 速度 也 等 于 
ERK, 这 是 事件 视界 的 特点 . 人 们 定义 在 视界 上 不 发 散 的 “表面 引力 ”加 速度 : 


k = lim (a ko). (3.4.12) 
g0? 
对 于 Rindler 视界 有 
.| 1 | 
K = | Fa = l (3.4.13) 


Rindler 坐标 系 是 一 个 匀 加 速 系 . Rindler 时 空 是 闵 氏 时 空 的 一 部 分 , 是 静态 
的 , 存在 事件 视界 . 
引入 新 的 坐标 变换 


| = am, 
use E E, (3.4.14) 
“(yy,z PÆ). 
式 中 (x,y,z,i) 为 Lindler 坐标 ，Rindler 变换 成 为 
‘T= (Lg sh(am), 
j , RK (3.4.15) 
P EN 
|= ae *€| sh(am), 
LIK (3. 4. 16) 
re A ch(an) ; 
| T = [s g|ch(an), 
M FR (3.4.17) 
Lx - | E + shan); 
À rn 
|T =-| 4 +8 ch(an), 
] | PEK (3. 4. 18) 
x -- [Le dams 
线 元 为 
ds =+(1 +a) dy F d£ -dy - dz. (3.4.19) 


LGM AS oF REAL, 下 面 的 符号 对 应 于 下 区 和 己 区 . 
变换 (3.4.15) ~ (3.4.18) 式 称 为 局 部 Lindler 变换 . 
代替 (3.4. 14) 式 ， 引 入 另 一 坐标 变换 : 
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ho 
[S 
as 
aj 


i-am, x= duh Cy ,z KÆ) (3. 4. 20) 
d 


则 由 Rindler 变换 得 到 
| T = a e"sh(am) , 


| ae RK (3:4, 21) 
tX =a e ch(am); 
[T =-a esh 
| edd (om), neg (3.4.22) 
X=-a e ch(am); 
[T =a e^ch 
| MK (om), pg (3.4.23) 
X =a e sh(am); 
|T =-a e^ch 
| ANM (an); p (3.4.24) 
X =-a e sh(am); 
线 元 的 表示 式 为 
dy d aue eh SE (3.4.25) 


REP oe SOF REEL, -5X MF FED PD.3ic—B 2s BIB S dej PET 
界 移 至 坐标 无 限 远 (8 一 - o ) lb, 这 是 乌龟 坐标 的 特点 . H (3.4. 19) 式 可 得 


= <In(ar), (3. 4. 26) 


ee i 静止 观测 者 的 固有 加 速度 为 
“， 视 界面 上 表面 引力 加 速度 为 k = a. ÆRA 20) , 加 速度 也 等 于 k = a. 在 
线 元 (3. 4. 25 ) 趋 近 闵 氏 时 空 的 线 元 . 
闵 氏 时 空 的 零 坐标 为 
V-T«X, U-T-X, (3.4.27) 


Rindler 时 空 的 零 坐 标 为 
v=t+lnx, u = t - lnx. (3.4.28) 


和 史 瓦 希 时 空 相似 , 在 R 区 有 
V=e, U--e. (3. 4. 29) 
在 未 来 视界 上 , v 为 群 参量 , V 为 仿 射 参量 ;在 过 去 世界 上 , u WESE, U 为 仿 射 
参量 . k = 1 是 群 参量 对 仿 射 参量 的 偏离 . 
对 于 式 (3.4.21) 中 的 Rindler 坐标 ， 相 应 的 零 坐标 为 
v=nt+é u=n-é. (3. 4. 30) 


E F KA 
Vee", Uze™. (3. 4.31) 
在 视界 面 上 , k =a 也 表示 群 参 量 对 仿 射 参量 的 偏离 . 
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3.5 稳 态 时 空中 的 事件 视界 


超 曲面 方程 可 表示 为 
F(x") =0 (k=0,1,2,3), (3.5.1) 
其 法 矢量 具有 形式 
n" =F, (3.5.2) 
零 超 曲面 定义 为 
n'n, = 0， (3.5.3) 
或 
g FuF,, =0. (3.5.4) 
对 于 稳 态 时 空 ，(3. 5$.4) RAR, 
g Fo + 2g” F o +g F, +g Fa +g F, =0. (3.5.5) 


设 g” 40, (3.5.5) RT EJ 
FKFot(g ) (QgFogFitg Fite F4) 20. (3.5.6) 
稳 态 条 件 使 P。=0,，(3.5.6) 式 化 为 


(g) (g Fi tg Foa +g Fi) =0. (3.5.7) 
此 方程 可 分 为 两 个 方程 : 
(ga) = 0， (3.5. 8) 
和 
g Fitg Fa tg = 0. (3.5.9) 


(3.5.9) 式 的 解 和 (3. 5. 8) 式 的 解 均 满足 (3.5.7) 式 . 
(3. 5.9) 式 就 是 通常 稳定 稳 态 视界 的 方程 , 而 (3.5.8) 式 则 常 被 忽略 . 这 一 忽略 ， 
用 数学 的 语言 表述 就 是 解 方程 于 了 根 . 

Re FA Hts 3, A p ESTE EET 


Z.0 = - go/g. (3. 5. 10) 
线 元 可 写 为 
ds = go dx 4 2go dx dx. 4 guds” + gadi + gada 


= gode” + gudx * gade + gade ; (3. 5. 11) 
式 中 
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2 
Pu = S00 一 pu (3. 3i 12) 
833 
容易 证 明 
go mE). (3.5.13) 


XE, 零 曲 面条 件 (3.5.8) 可 写成 
gw = 0. (3.5.14) 


在 克 尔 黑洞 的 情况 下 ,坐标 为 (1,r,9, 9). BRS FAAS ARSE F o =0 以 外 , 还 有 
轴 对 称 ,， BDF, =0. 于 是 (3.5. 9) 式 简化 为 


g Fi +g F, =0. (3.5.15) 
不 难看 出 ，(3. 5. 14) 和 (3. 5. 15) 式 都 化 为 同一 个 方程 
A=r +a -2mr =0. (3. 5.16) 
在 史 瓦 希 场 的 情况 下 (静态 球 对 称 ), 方程 (3.5.7) 化 为 两 个 简单 的 方程 : 
go =0 和 g =0, 


这 两 个 方程 是 同一 个 方程 , 解 为 


r = 2m. 


对 于 Rindler EZ, go = -x ,gu =1. 可 以 发 现 , 方程 (3.5.9) 无 解 ， 而 方程 
(3. 5.8) 有 人 解 : 


-x =0, x = 0. 


即 视界 位 于 x =O Ab. 这 表明 方程 (3. 5.7) 分 解 成 的 两 个 方程 (3. 5.8) 和 (3.5.9) 是 
不 能 随便 丢掉 一 个 的 . 

熟知 , 不 是 所 有 的 零 超 曲面 都 是 事件 视界 . 稳 态 时 空中 的 事件 视界 应 是 满足 
下 述 条 件 的 零 超 曲 面 :四 曲面 的 母线 线 汇 应 该 是 零 短 程 线 汇 ;@) 该 线 汇 的 切 矢量 
场 应 该 是 零 Killing 矢量 场 ;这 里 说 的 零 矢量 指 null( 类 光 ) 矢 量 . 也 就 是 说 ， 作 为 
Killing 视界 的 超 曲 面 才 是 事件 视界 . 


3.6 黑洞 的 第 四 个 参量 


对 于 真空 Einstein 方程 , 惟一 性 定理 告诉 我 们 , 由 总 质量 M 和 角 动 量 J xcvi 


3.6 ”黑洞 的 第 四 个 参量 .31。 


个 参数 所 表征 的 Kerr 度 规 是 其 最 一 般 的 稳 态 渐 近 平 直 黑洞 解 . 惟一 性 定理 使 我 们 
能 够 划分 质量 充分 大 的 物体 (例如 质量 超过 Chandrasekhar 极限 的 恒星 ) 引 力 志 缩 
的 最 终 状 态 . 真空 情况 下 ,黑洞 只 具有 两 种 "毛发 "或 者 说 “和 荷 ”, 即 质量 和 角 动 量 . 
原来 物质 分 布 的 许多 特性 都 在 引力 南 缩 中 消失 了 . 正比 于 其 事件 视界 面积 的 黑洞 
的 粹 就 是 这 样 一 种 信息 丢失 的 例子 . 在 真空 情况 下 ,， 除 零 极 矩 ( 质 量 ) 和 一 极 矩 
( 角 动 量 ) 外 , 原来 质量 分 布 的 所 有 其 他 多 极 和 矩 也 都 在 引力 南 缩 中 被 辐射 掉 了 . 

如 果 考 虑 引力 与 一 个 Abell 规范 场 (电磁 场 ) 的 耦合 , 则 黑洞 可 带 有 电荷 和 磁 
fet. 耦合 的 Maxwell-Einstein 方程 有 一 个 类 似 于 真空 情形 的 惟一 性 定理 一 一 存在 一 
个 由 Kerr-Newmann 度 规 所 描述 的 惟一 的 4 参数 黑洞 解 族 . 当 将 Abell 规范 理论 推 
广 到 非 Abell 情形 时 , 目前 并 没有 类 似 的 结果 存在 . 因为 非 线性 的 非 Abell 理论 的 
结构 毕竟 要 比 线性 的 Abell 情形 丰富 和 复杂 得 多 . ER T iti LB mJ te LH, (RÀ) fap 
Sh, 黑洞 是 否 还 能 含有 第 四 种 参量 呢 ? 
正如 Bowick 指出 的 那样 ,目前 仍 不 很 清楚 黑洞 是 否 可 携带 非 Abell Hr (E 
A), 例如 QCD 颜色 荷 . 为 了 研究 这 个 问题 ,必须 研究 引力 与 Yang-Mills 场 和 
Yang-Mills-Higgs 场 的 耦合 ， 即 耦合 EYM 系统 和 耦合 EYMH 系统 . 

引力 与 SU(5 ) 大 统一 理论 的 耦合 由 下 述 作用 量 描述 : 


m= R Th age 
-|d' | me T, (E a 
S=fd'x -gf Tone 28 € DF) 


+ e"T.(D,oD.) +g" D,H)' (D.H) - V(b, H) |, (3.6.1) 


N 
4 
+ 


Fa 9,4, -94 - ig'[A,, A], 
A, 2 AAA ,a = 13,7, 24, 

D,6 298,0 - ig'[A., $], 

D,H =0,H - ig’A,H, 


1 
—v 
45 ^ 5 


3v | 


Vb, H) =a T, | 6 - pai 
` 2 45 


+a OT, -v) ca(H H-0) 
hE 

2y 
2 15 


bal’ bs H, 
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à Oy. wado GeV, dcs 10 CeV,. g= e 


1 


这 里 g' 是 SU(5) 规 范 耦 合 常数 ,e 是 正 电子 电荷 . 群生 成 元 N" WE TAN = 


2 
S” ,入 “= 入 .Higsgs 场 中 和 有 分 别 是 SU(5) 的 24 维和 5 维 表示 . 它们 的 如 下 真空 
平均 值 将 SU(5 ) 破 缺 到 SU(3). x U1) em : 


ded 1 1 [1 m. m. 
= vdi: i 
i ET 15° 45' 2 f5’ 2 [s 


(H) =Col. (0, 0, 0, 0, œ). 


55 (3. 6.1) 式 相应 的 能 - 动 张 量 是 
T; = 2g! g" T (FF) ag TOS Fas) 


+ 2g" T,.(D,$D,o) - He” T.(D,bD.o) 

*2g"(D,H)' (D.H) - &g" (D,H)' (D.H) 

+ 8V(b, A). (3.6.2) 
从 (3.6.1) 式 可 求 出 关于 4,，g”, b, H 的 运动 方程 如 下 : 
[R" -1/2g"R = SmrGT”， 


( le) D,( lege’ Fs.) »-ig'a"[6, Do] 


-ig'g "A (CH ND,H- (D,H) AH), 


(3.6.3) 
(Ent Pate 4, 
|C Fay B.C Fae" p.ay =— Cbs, 


具有 球 对 称 性 的 最 一 般 的 静态 度 规 可 表示 为 
Zw = diag(e', -e,-r,-rsin 0). 


p, v 2t,r,0, o, A 和 B 仪 仪 是 7 的 函数 .为 了 求 得 球 对 称 解 , 对 AL, 中 , H, 


这 里 
BUE 


pa 


— 
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i 


HG) 2 5691 00:0:0:0: 8605; 
8 


(C) = rdiag( bi (7) ,dr (7) h0) 
让 


1 ,. | 1 
J Ai(r) = ting Ji(r) GO) s Cr) t4) Im (3.6.4) 


-2(h(r) € (0) |. 


Ai(r) = Tee lip xr), 


T = 7 diag(0,0,7, 0), r=— 


Trl 

上 述 形式 是 球 对 称 且 拓扑 稳定 的 . 这 里 球 对 称 定 义 为 L xT7 的 不 变性 (L=ir 
). 
利用 上 述 假 定 , 耦合 EYMH 方程 (3. 6.3) 简 化 为 下 面 的 径 向 方程 : 

[e (rB' -1)/r +1/r = 82GT,, 

-e"(rA' * 1)/r +1/r = 8n6T,, 


1 - F 
c B j^ - QA + (A - B)'7r| = 8uGT, = 8nGT,, 


GR)" = qr +B) mre Qi e 18. 20, 
n" 1 ITI 2 B 2 
(rla) -77(4+8) Js Peeve (Ji * h)h 20, 
(rJ ) -JCA + B)'J' eie, Jp -2e LK /r = 0, 


K" + ja -B)'K'-e'K(K -1+4rd; -e (rA) )/r 20 


WE! HG 1, oV 
(rbi) + 3T(À - B) 中 "ox, 

" 1 ray 1 ! 0 
(rb)  yr(4 - B's =~ Fare" Se, 

" 1 , n 2 2 1 0 
Crh)" + > r(A - B)'9^, eK dur S D dice 


(3.6. 5) 
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能 - 动 张 量 则 成 为 


Tarde TA eae vas 1027 
8 


te K’/r +e JK/r 

+ (K -1) 72r +e [290% +406) + $^)' 
£265 +205] + Abi K 7r 

+4e (J + hyn th /rr &g"V(6, H)|, 


T I -A- ' ' 1 \2 12 ' 
T, = e" [21 +4 € J'a) +2 + J572] 
g 


- e” KP +e“ hK /r + (K -1) /2r (3.6.6) 
- e” [2 +4( +02) +20 +205] +40: K 7r 
-4e (J * h) h - h"/r +g°V(ẹ, H)}, 


fae aay aeg 
g 


+ e [2 中 + 4(q' + $^.) 十 29 十 291] 
- (K C cds ELE 
thU/C eg" (Vo, H)} 

LT. 

从 方程 组 (3. 6. 5) 的 第 一 和 第 二 两 个 方程 ,可 以 导出 

A + B)' 8nG(T, - T.) 


p Eu ee T E. 


EO +205} +e JJ Kr 
3e Ko yr 4h or *4e ° (Jh +h) h] 
>0. (3.6.7) 
我 们 将 寻求 运动 方程 的 静态 球 对 称 解 ， 故 要 求 7, =T. 利用 (3.6.7) 式 , 有 
[A+B =C( 常 数 )， 中 20, i =1,2,3, 
Ly’ =0, K'=0, JK=0, Chee 6, 
在 下 面 的 讨论 中 ,将令 常数 C 等 于 零 . 这 样 得 到 的 度 规 是 渐 近 平 直 的 . 利用 
(3. 6.8) 式 及 无 穷 远 处 Higgs 场 趋 于 其 真空 平均 值 这 一 边界 条 件 和 J;, K 所 满足 的 
运动 方程 ,得 到 


(3.6.8) 


— 


1, 
中 = 158 » 中 =- 


3.6 黑洞 的 第 四 个 参量 e 35° 


h=og', J+h=0, K=O. 
9 
xs MN Hb =-h, aà =-o. 
这 里 b;,ci 是 积分 常数 . 注意 J; = 0 的 情形 对 应 磁 单 极 解 , 而 J; AO 的 情形 则 与 所 谓 
双 和 荷 解 相 对 应 . 把 以 上 结果 代入 (3. 6.2) 式 便 有 


1 r " MEZ + 4b; + bs 
Ti =T; = eT ae (3. 6. 10) 
2g'r 


(3.6.9) 


求解 关于 4, B 的 方程 ,可 得 


A -B 4mG(1 F Ab; + Ab; F b; L, 
e =e =1-2GM/r+ 3 (3. 6.11) 
gr 


这 里 M 是 积分 常数 , 它 代表 本 文 所 求 得 解 的 质 
由 于 这 里 所 得 度 规 是 渐 近 平 直 的 , 因而 ， ——mÓ 
积分 来 求 场 方程 解 所 具有 的 电荷 . 磁 荷 和 色 荷 . 电磁 场 强度 可 以 定义 为 


FI ST Fe) QC. (3. 6.12) 


这 里 电荷 算 子 Q(r) ~ —ediag( - 1/3, -1/3,1/3 -2 73* 7, 0). 而 通常 的 电场 强 
BE E(r) 和 磁场 强度 B(r) 由 下 式 给 出 ; 


Bir eee T CGU), 


Bi(r Pr Tlr(egsFa(r)Q(r)). (3. 6.13) 


从 (3.6.4) 和 (3. 6. 9) X, Bm 


Fj(r) =- LN en Ty Fi — ei THT; — Eija) 
gr 
1 六 A 
$ 一 Eip T, re T, (3.6. 14) 
gr 
bs ~ | 
Fo(r) = dg b bi bs + rs T, OJ- 


^ -b, +b, -b ^ 
BO c p EG) RC S te 


(3. 6.15) 


而 对 SU(3).. f E'(r) BIG REI B'r), 有 


+ 36° 


mm 
qu 
w 
p 
d 
3 

hcl 

[S 
z 


4m (4b, 一 bi) r a8 


Ei (r) = 27,(Fo(r)d"(r)) ~ 


Be Amr C 
| A' 是 Gell-Mann E ,a = 1,…, 8， (3. 6. 16) 
Br) = TG FGO)X G)) ,~ ay 
"Bar 


从 上 述 结果 可 以 看 出 , 场 方程 解 所 具有 的 电荷 Q Rim P I QCD Gi C 分 别 是 
p-b +b b) p dm 


2e ? E 
mE ba) us (3.6.17) 
因此 , 所 得 度 规 便 可 表 为 
dS = 
ES 
87 
-r(d +sin bd ). (3.6.18) 
从 度 规 表达 式 (3. 6. 18) 容易 证 明 , 存在 如 下 事件 视界 : 
ry = GM + COR P «2. (9' sey). (3. 6. 19) 
因此 ,如 果 
3G j 
< (GM), (3. 6.20) 
8. 
则 我 们 所 得 的 解 就 代表 一 eed 它 除了 带 有 通常 的 电荷 和 磁 荷 外 , 还 带 有 SU 
(3). Ei. 


下 面 我 们 给 出 耦合 EYMH 方程 组 (3. 6. 3) 的 一 个 稳 态 轴 对 称 解 . 对 于 稳 态 轴 
对 称 情形 ,时 空 度 规 可 表 为 如 下 形式 : 
dS’ = Xd - Ydr - Zd€ - Vde’ - 2Wdtdg. (3.6.21) 
XE X, Y, Z, V, W, Hii r,0 的 函数 .为 了 寻求 场 方程 的 稳 态 轴 对 称 解 ,将 球 对 
PRE Dokos Tomaras Sere 广 为 如 下 的 轴 对 称 形式 : 


Ao(r,0) = prt -2(B 4353, 


2 


ory dian B,,B,,B, + 
A,=0, A,(r,0) = (T x R),, 
gx 
ki UAM 


中 (7， 0) = ay y diag, Fi, F + Fy r ^ 7, -2(F, + F3)), 
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i 


Wi) = Og(0:0, 0:0, (7,9); (3. 6.22) 
8 


^ r 


Tsl/2diag(0, 0, 7,0), r= " 


R 2 sincosqe, + sinOsinge, + E(r,0) cose. 
Z =r +a cos 0. 
B,C,D,E, Fi, 1397 r,0 的 函数 .显然 , 当 转 动 参数 a =0 时 ，(3. 6. 22) 式 应 回 
到 (3. 6.4) 式 , 故 应 有 
| B/Z= hr), BC = (Kr) -1)r", 
| D/X = (K(r) -1)/r, a =0. (3. 6. 23) 
E=1, F/X-d4(r, I-h(r). 
XP az 0, Bd SE IE, 将 (3.6.21) 和 (3.6.22) 式 代入 耦合 EYMH 方程 组 
(3.6.3) , 我 们 很 幸运 地 找到 了 场 方程 的 一 个 严格 解 如 下 : 
1B = bır =- B, = br, B, = bsr — acos6, 
2 1 


v2 2 
r sin 0 + Ecos 0’ 


C= 


2: 2 n 
r +a — b,rasinOtanO 


D =- (r + bsacosð0), E= 5 ; 
r + b,racos0 (3. 6. 24) 


1 1 
F, = IL— $ = 一 % 
1 15E 23 4 rs 
5 A / 
F, = vg'E, I= wg’, 
4 45 
e 3 | 2 2 2 842 | 
X=1 2M. 5 i 
5l 7 Bal P + Zl +(C ) ]| , 


C 3 
HE cm 
r ta +S) amr m 
及 | 人 (3.6.25) 
x) P +310 +(C) ]f jasin 0 sin 6, 
G| OECD RU i3 
w =~ S| am- p +310 * (C) ]jjasin 0, 
| 3| 2 c 
A-r +a e 2Mr -za P Tale +(C) Jy], 
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其 中 , b 是 积分 常数 , P, Q, C 的 值 由 (3. 6. 17) 式 给 出 . 可 以 看 出 , M 代表 质量 ， 
a 代表 单位 质量 的 角 动 量 . EFP, 0, C , 利用 与 上 节 同 样 的 分 析 方 法 , 即 可 得 出 
它们 分 别 代 表 磁 荷 .电荷 和 SU(3). Eti. 

从 度 规 表 达 式 (3. 6.25), bg ad 


1/2 


ry = GM x (GM) -a iOS ge * E ns +(C) a . (3.6. 26) 
因此 , 4 
a LEE Pal cer i} < (em, (3. 6.27) 


则 本 节 所 给 出 的 解 就 代表 一 anc 磁 荷 及 SU(3). 色 荷 的 旋转 黑洞 . 进 
AG, 在 条 件 (3.6.27) 下 , 可 求 出 黑洞 的 无 限 红 移 面 为 
rå -GM = [(GM)' - a'cos 0 — 


3G| 
Sar. 


注意 ”利用 度 规 表 达 式 (3. 6.21)，(3.6.24) 和 (3.6.25)， 可 计算 出 Einstein 
张 量 E"=R" - QR 的 非 零 分 量 为 


p + 了 [0 doy] uum (3. 6.28) 


t 1 
E= -ayp 2X: V +8, VƏ, X 4 2W9, W + (0,W) 


- (Xà,V + Wo,W)à, in 2] | 

1 

ETT —— 2Xà;V + 9,Vo,X + 2Wo,W + (dW)? 
|| 
y 


1 
*ayz i294 + 2a0Y - 9,28, (I0YZ) - à,Yó, (InYZ) ], 


eV + Wa,W) à, 


In 


t 1 
E, =- W W 
A [29,(Wà,V - Và,W) 


- (Wà,V - Va,W) ^| In 24 | 


1 
- Az» 20,(Wà,V — Va W) 


aC Wave Va.) ay) In E 


E, = 和 [apa (nZ) +ð, Zð, V + (9,W) ] 
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ial 


EE E EEE aa Ts 
4Zp 


E; = 235 (20; dip «pay (InpY) - 9 (lnZ)avp 
— (89,Xà,V + 0,X8,V + 20,Wd,W) |, 


E, = ^is [28;p - à,pà,(InpY) - ð, Xð, V - (09,W) ] 


" dais hub + 0,X0,V + (dW) J, 
4Zp 
1 


= ——[2Và; X + 0,X0,V+2Wa,W + (8,W)* 


- (Va.X + Wa,W) à, in P| | 
ocr | ovat aa + 2W WW CA 
1 


Inte 


- (VàX + Wô W) do 


- 0,Z0,(InYZ) - ð Yð, S 
XH p XV W,l-g-(pYZ) ^. (3.6.22) 81(3.6.22) È, 经 过 元 长 的 计 
4. 


go boa pu. qu. qu +P; r> 7/2, EP +T,)), 


gd 
二 
g'o 
Fo Sel dirt. 0, As(r 十 a )sinO re 7/2, 0), 
g'3 
Fe. = sdaig(0,0, -D.asin0r* 7/2,0), Fw =0, 
g 


Db=0, weH=t,r,0,0, D,H-0, pe=t,r,0, o, 
(在 推导 D.H =0 时 , 利用 了 关系 B, = -B,，) 其 中 
=b,(r - a cos 0), T, = br - a cos 0), 
T, = — 2racosð + b; (r -a cos 0), 
(B, =- Bb =-b:>l;, +r: =0), 
A, = -2b,racos0, <A, = - 2b;racos0, 
A; = - 2b;racos0 - (r - a cos 9) 
(B, =-B,5>b, =-hb>A, + A, = 0). 
为 了 得 到 能 - 动 张 量 的 明显 表达 式 , 将 用 到 逆 变 度 规 张 量 g”. TEHR (3.6.21) XX, 


nm 


p 
d 
D 
pz! 

lm 

et 
St 


。40。 
它们 可 写 为 
ao V LP 00 m 1 
8 = p’ 8 一 Y" 8 = J? 
EDS E mue p = XV 十 w. 
将 上 述 式 子 代入 (3. 6.2) X, MR- 2h Kt AY IES opt 
i 3 | > 2 2 "To 
T; 2 一 
aa P +R + (C) 
x3 +a (1 + sin 0)) --T%, 
m Sus 2 2 | 
:OO 


1 : 
x (rr +a )asin 0, 


p zl p ZU + (C°)°) | 


E 


3 
2 


i “64T t 
=~ T. 


Mj= Mja 


P+ EO CC 


利用 前 面 所 给 出 的 一 系列 结果 , 经 验证 (3. 6.24) 和 (3. 6.25) 式 的 确 是 


方程 组 (3. 6. 3) 的 一 个 严格 解 . 


ua EYMH 
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1973 4F J. D. Bekenstein 指出 , 可 以 在 黑洞 物理 学 中 引入 热力 学 概念 一 一 黑洞 
ERA thnk RE A). 黑洞 的 炉 是 以 它 的 面积 表征 的 .与 此 相 联 系 , 我 们 首先 讨论 黑洞 
物理 学 中 最 重要 的 一 个 定理 . 


4.1 经 典 黑洞 的 面积 不 减 定 理 


经 典 史 瓦 希 黑 洞 的 面积 惟一 地 决定 于 质量 , 而 经 典 史 瓦 希 黑 洞 的 质量 不 可 能 
减少 , 所 以 它 的 面积 不 减 是 不 言 而 喻 的 .一 般 黑洞 没有 这 么 简单 ， 面 积 不 减 这 一 
结论 是 需要 证 明 的 . 

面积 不 减 定 理 的 一 般 证 明 是 霍金 于 1972 年 给 出 的 . 

Penrose 于 1968 年 给 出 一 定理 ,其 内 容 是 :黑洞 的 视界 以 零 短 程 线 为 其 母线 
( generator) ; 沿 着 逆 时 间 方 向 母线 可 能 在 视界 上 的 某 一 焦 散 点 (caustic ) 离开 视界 
而 进入 外 部 空间 , 顺 着 时 间 方 向 母线 一 旦 进入 视界 将 不 会 再 离开 视界 ,而且 母线 


永 不 相交 又 ;母线 通过 视界 上 任 一 点 ( 焦 散 点 除外 ) 有 一 条 且 仅 有 一 条 . 此 定理 的 
证 明 如 下 . 


过 视界 上 任 一 点 都 具有 一 条 零 短程 线 . 如 果 有 两 条 零 短 程 线 在 视界 上 一 点 处 
相交 , 则 过 此 点 的 局 部 光 锥 一 定 要 与 视界 相交 ,这 显然 是 不 可 能 的 . 这 表明 , 视界 
以 零 短程 线 为 母线 , 且 母 线 在 视界 上 永 不 相交 。. 

如 果 沿 着 顺 时 针 方 向 ,母线 在 视界 上 一 点 离开 视界 , 则 沿 此 母线 上 的 点 的 道 
时 方向 ， 母 线 的 切 矢量 就 是 该 点 过 去 局 部 光 锥 与 视界 的 切 失 量 . 又 沿 这 一 母线 的 
顺 时 方向 ,母线 只 能 在 该 点 的 未 来 局 部 光 锥 面 上 , 由 于 零 短 程 线 在 该 点 的 切 矢 量 
是 惟一 的 , 故 沿 顺 时 针 方 向 , 该 点 的 母线 就 是 未 来 局 部 光 锥 与 视界 的 切线 . 这 就 
证 明了 ，, 一 旦 母线 进入 视界 就 将 永 不 离开 视界 . 

我 们 认为 光波 的 波长 足够 短 ,， 以致 于 在 局 部 时 空中 可 以 把 它 看 作 平 面 波 . 这 
TE, 光 的 传播 便 遵守 几何 光学 的 基本 定律 . 


定义 波 矢量 
x, = 29. o 为 等 位 相 面 ， 
Ox 
可 以 证 明 


Kuk = 0. (4. 1. 1) 
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实际 上 , 我 们 有 
Dk, dk, C T'as U _ kudx TY PP 
dA dd E dx’ dd 
= “ul = RU =0, (QU ~k’). 
~ Ox 
矢 势 可 以 展开 为 
A, = (a, teb, + & c, t -)e 77 (4.1.2) 
其 中 
0= Kx € ~ x, X =>, AL, 
L 即 几何 光学 适用 的 空间 线 度 . 由 广度 相对 论 真空 麦克 斯 韦 方 程 
Fw =A,,, 4， 
F =0, 
A“, =0, (4.1.3) 
可 以 导出 
-An * RA. = 0. (4. 1. 4) 
实际 上 
Fata 4 
=A", -A =0. 
而 
A» -g g" An = oe (- RA. + Ana) 
=- RA, +A =- RA.. 


JE BI (4. 1. 4) XX. 
HH (4. 1.2) 式 可 以 得 到 


4， = 


(a + eb" +- 


-A + R,A” = 


div 


i >» 
-2 —k'(a' + eb" + 
2 


+eb ter) +Ri(a eb ce 


ye, ta, + eb" + 
€ 
l ， p m 
—;K Kla +eb ++) 
2 


do 
- —k,(a' + eb" ++ 
€ 


) ] a 


)- (a 


4.1 经 典 黑洞 的 面积 不 减 定理 s dy 


此 式 表明 波 矢 量 为 零 天 量 : 


于 是 得 到 矢量 振幅 的 传播 方程 : 
ak + qua = 0. (4.1. 5) 
对 标量 振幅 的 传播 方程 而 言 , 先 引 入 
ay = af, , 
f, ER DEBEAS EB. fie f^ =1. 则 


2 u „P 2 23 "( v = u v u v 
ak G,-7Ka,-K(a,a), = Kapl +K Qd, 


-2k'aja, =- Kia a, =- a K^, 
故 得 标量 振幅 的 传播 方程 为 
K a, = — —aK,,. (4. 1. 6) 
我 们 可 以 把 (4.1.6) 式 写成 一 个 微分 守恒 定律 
k'a, *a k^, = 0, Hl (a^ k") p = 0. 


取 如 图 13 所 示 的 光束 超 曲面 , 应 用 高 斯 定理 ,有 
Lae") nd = [Cer ) dV, 


2 4 2 S 
- -| (a Kk") dV, + IC Kk") dV, 


=0. (4.1.7) 


Kr 
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式 中 是 4 维 体积 , V 是 3 维 超 曲 面 , 侧面 与 零 短 程 线 平行 上 下 截面 (端面 ) 与 
零 短 程 线 垂直 . 由 此 可 以 得 到 积分 守恒 量 
[c K')dV, = const.. 
它 在 光 的 传播 过 程 中 保持 不 变 , 这 自然 解释 为 光 通 量 . 
对 于 一 个 无 穷 小 光束 而 言 , 设 它 在 1 时刻 的 截面 或 等 位 相 面 为 o, WERE 
分 守恒 量 可 改写 为 


亦 即 

= (a'o),«* =0, 

式 中 是 沿 某 一 零 短程 线 的 仿 射 参量 . 利用 (4. 1. 6) 式 即 得 在 光束 传播 过 程 中 , 光 
束 截面 积 的 变化 规律 


K'o, = kg. (4. 1. 8) 
最 后 , 我 们 由 自由 电磁 场 方程 和 Einstein 引力 场 方程 来 推导 一 个 重要 的 几何 
光学 定理 ,， 即 光线 束 聚 焦 定 理 


deo” r 1 
v 1/2 
quce Boo Ne S (4.1.9) 
式 中 
1 v; 1 2 
8 ——k k” —— (kh). 
2 795 4 c9 
实际 上 我 们 有 
1/2 
do =e (y 7 _ ic ds 12 
dX ha ;hh 一 ;hb 2 
= (h)a Le ^ = L6)", 
2 1/2 
TE 
a (Kin) eK a 十 SACHON 
LE erii ja Xe 
zw (Ki, )K + Fh) Jo 
1 | 上 v H a v m 2 
= 本 | (Kim) = Rank kK + doyle" . 
又 由 
KK 20 
得 


yet 


4.1 经 典 黑洞 的 面积 不 减 定理 s dps 


KK E KS Ks, 
以 之 代入 上 式 即 得 (4. 1.9) sk. 现 引 入 能 量 正定 条 件 
Too 三 0. 
f (4.1.9) mp 8? -= OU 是 一 个 广义 协 变 标量 , 引入 局 部 惯性 系 


后 , BIA x BOR K), OK =(ko，-ks)， 


1 
5 = a (o = Ko 3 ) z0, 
而 
R 1 
wK K = PR + KT,, KK 
1 u v u v u v 
= RgeK K +KT,K Kk = kT,KK. 
上 述 不 变量 在 局 部 随 动 惯性 系 中 ， Tos 一 Ts, =0. 
KT, kk" 一 K( Too Ko Ko + T33 K3 K3 ) 一 K( Too t Tis) Ko. 


考虑 到 Tu = pc 是 能 量 密度 , 7; 是 压强 p, 已 知 的 物 态 均 满足 pc >p, 故 仅 需 
7u 或 能 密度 非 员 ,， 即 有 
Rwk'« > 0( 所 谓 零 会 聚 条 件 ) . 


这 就 最 后 证 明了 

dg ^ 

av 80. (4. 1. 10) 
即 光束 截面 增长 率 虹 沿 光 束 传播 方向 永 不 增加 . 


dà 
下 面 我 们 证 明 霍 金 的 面积 不 减 定 理 : 若 宇宙 监督 原理 成 立 , 能 量 正定 条 件 成 
立 , 则 沿 着 时 间 方 向 , 所 有 黑洞 的 总 面积 永 不 减少 . 
实际 上 , 可 以 把 视界 上 的 母线 分 成 无 限 多 个 无 穷 小 线束 ， 对 于 任 一 线束 有 
(4.1.10) 式 ， 即 


do^ : d f. a 
zou < 
dà? 2 Rl dy s 


1/2 


ATA d x Mia MA 
设 当 和 =N 时 ， E «0, 在 此 点 o ^ (NA) 曲线 单调 下 降 , 则 当 > Ao 
=%o 
时 ,应 有 
do ^ P de” 
dX 入 1 > 入 0 dÀ 入 = 入 0 
所 以 在 入 点 , 曲线 仍然 单调 下 降 . 又 因为 
2 1/2 
d c. <0, 


dN 
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所 以 曲线 还 是 凸 的 , 肯定 要 与 入 轴 相 交 . 这 就 是 说 , 经 过 有 限 长 时 间 [ 对 应 于 (入 - 
ho) ], 使 得 go”=0, 在 视界 上 同一 线束 中 的 诸多 条 母线 互相 交叉 ,这 违背 Pen- 


rose 定理 , 因此 ， 要 么 是 由 于 我 们 的 假设 9 <0 不 合理 ;要 么 线束 中 的 母线 在 交 


又 之 前 已 落 入 奇 点 , 这 导致 奇 点 裸露 , 不 符合 宇宙 监督 原理 . 既然 前 提 是 遵守 宇 


宙 监 督 原理 和 Penrose 定理 的 ,就 只 能 是 CT — 0. 即 任 一 母线 束 的 截面 积 在 顺 时 
针 方 向 不 减少 , 故 整个 视界 面积 ( 线束 截面 面积 之 和 ) 永 不 减少 , 于 是 证 明了 黑洞 


视界 面积 不 减 定理 . 


1/2 


4.2 经 典 黑 洞 的 温度 和 燃 


考虑 一 个 由 热源 、 冷 源 和 工作 物质 组 成 的 热机 ( Geroch 引力 热机 ) ,如 图 14 所 


冷 源 ; 克 尔 -纽曼 黑洞. 
热源 : 距 黑 洞 无 限 远 处 一 个 合 有 (温度 为 7 的 ) 黑 体 辐 
热源 射 的 大 热 库 . 
工作 物质 :盒子 和 缆绳 . 
循环 过 程 :盒子 由 热源 处 装 满 热 辐 射 ， 缓慢 地 移 到 黑洞 
视界 附近 , 这 一 过 程 系统 (引力 ) 对 外 做 功 4 ;打开 盒子 , 将 
质量 为 gu 的 辐射 注入 黑洞 ;盒子 关上 ，, 缓慢 地 升 至 热 库 处 ， 
(HII. 这 一 过 程 外 界 对 系统 做 功 As. 
冷 源 视界 在 一 个 循环 过 程 中 , 系统 对 外 界 做 功 (4 -4,). 从 热源 
14 吸出 热量 0 = su 此 热机 的 效率 为 
A, — A5 A, -— A, 
URL MEE CE (4.2.1) 
设 盒子 (静止 的 ) 中心 与 黑洞 视界 的 固有 距离 为 4, 我 们 下 面 将 证 明 , BS 
子 和 黑洞 的 结合 能 为 


B = p(l - kd). (4.2.2) 
式 中 小 为 盒子 在 渐 近 平 直 空 间 的 质量 , k 是 黑洞 表面 的 引力 加 速度 , d 远 小 于 黑 
洞 半径 . 我 们 有 


A, =B = pl - kd), 
A, 2(p - dp) (1 - kd), 
A; — A, -óp(l - kd), 


于 是 (4.2.1) 给 出 效率 


4.2 Zea RES] DA HERR v ars 


n = 1 - kd. (4.2.3) 
下 面 证 明 (4. 2.2) X. 
有 电磁 场 存在 时 ,质点 的 哈密 顿 主 函 数 


S = [Las 


满足 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 

| as 
ax" "JU ax 
式 中 e RI. p 43 HE Dy far E à, EE] FR fp PR et, A, 为 电磁 4 矢 , 7 为 固有 时 . 工 可 
写 为 


eA, | M = 0. (4.2. 4) 


EE 38 


= 时 = (4.2.5) 
于 是 广义 动量 可 写 为 
NE NC. (4.2.6) 
0x Ox 


Gt RAL REC BS Killing ADHI. 广义 动量 的 4 个 分 量 可 表 为 


os d 
E ae: TED 
ie 


P 
*~ 90 


d 


P,= =m, (4.2.7) 


式 中 R(r) 和 (0) 分 别 表示 分 离 变 量 后 的 径 向 函数 和 横向 函数 , m 为 磁 量子 数 ， 
o 为 质点 能 量 . 分 离 变 量 后 , 径 向 方程 和 横向 方程 具有 形式 


| dR 1 2 2 2 2 2 
A =| -—[-w(r +a) +Ma+ Qer] «yr --K, (4. 2. 8) 
- dr A 
| au | m E S E (4.2.9) 
人 
式 中 W,O 和 a 分 别 为 黑洞 的 质量 , 电荷 和 比 角 动 量 , K 为 分 离 变 量 常数 . 
A =(r-r.)(r-r.) =r +a +Q -2Mr, (4. 2.10) 
r.=M+ M -a -Q. (4.2.11) 


把 (4.2.7) 式 代入 (4.2.8) 式 ,得 到 


eX 
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[oe(r +a’) - (aP, + Qer) | =(PA) + (pr +K)A (4.2.12) 
解 此 方程 ,得 到 


= (OP, +eW) € 5——S[(P, A) + (pr € K)AJ^. (4.2.13) 
r ta 
式 中 ， 
(RS ERLEA (4.2.14) 
r+a r +a 
对 于 无 限 远 处 的 观测 者 , 相对 克 尔 - 纽曼 黑洞 视界 面 静止 的 质点 满足 
r=const., 0 = const., 中 = uM 
833 
P.=P, =0, 
P, =U; = pgs.U = i gs F + gn Hg -= 0. (4.2.15) 
dt dt 
由 此 可 知 
m = 0, (4.2.16) 


MEHR PW, 质点 不 转动 . 考虑 不 带电 质点 的 正 能 态 ，(4.2. 13) 式 可 简 
化 为 


oaee! ;LGrr € K)A]^. (4.2.17) 
r ta 
w sík, AA 
r=r,+6, (4. 2. 18) 
则 
r + = (rt a) 1 eo 2 " 
、 7+ 十 Q 
ur +K~(pr + 有 | 1+ ee on 3 
ur. 
A+28(r,- M). (4.2. 19) 
(4.2.19) SRA (4. 2. 17) S, 略 去 高 阶 小 量 , 得 到 
MCI D [28 5. M5]; (4. 2. 20) 
式 中 5 为 坐标 距离 ,应 该 用 固有 距离 表 之 . 固有 距离 ( 纯 空 间距 离 ) 具 有 形式 
gos 2 


dl’ = y,dx dx = gudr ales -2 de (4. 2.21) 
800° 


将 克 尔 -纽曼 度 规 代 入 上 式 , 并 注意 A ~ 920, 得 到 


ae. (4.2.22) 


dl ~ 


4.2 Zea Ya DA EE RARI y ADs 


与 5 对 应 的 固有 距离 是 


d = j^ veer ~ 


2 " 2 20 1/2 +ò 
Se ae) 


Ti STE 


注意 我 们 用 了 6 很 小 这 一 近似 条 件 , 下 面 不 再 写 近 似 于 的 符号 ， 


d=28"| Se (4.2.24) 
r-r- 
d (r, -r 
Se (4.2.25) 
4(r,+a cos 0) 
代入 (4.2.20) 式 , 得 到 
weg ee | (4. 2. 26) 
r,+a cos 0 
式 中 ， 
r-r- 
TE I lc Leid (4.2.27) 
2(r.+a ) 
为 视界 表面 的 引力 加 速度 . 
由 (4.2.15) ~ (4.2.16) 和 (4. 2.9) 式 可 得 
K = asin 0 + pa cos 0， (4.2.28) 
IRA (4.2.26) X, 得 到 
E EE LL (4.2.29) 


r,+a cos 0 
由 (4.2.26) 式 知 w 和 4d 是 同 阶 小 量 , 故 右 端 括 号 中 第 二 项 与 第 一 项 比较 可 略 去 ， 
于 是 有 


w = hkda. (4. 2. 30) 
此 即 视界 面 附近 一 质点 具有 的 引力 势能 (无 限 远 处 观测 ). JE. er ig LET DO BR t 
处 , 其 能 量 为 m, 因此 ， 当 此 质点 静止 于 视界 面 附近 时 ,其 引力 结合 能 ; 
B=wp-o = pl -kd). 

此 即 (4. 2.2) X. 

下 面 我 们 继续 讨论 Geroch 引力 热机 的 效率 (4.2.3) 式 . 当 d 一 0， 则 
1. Ceroch ( 1971) 由 此 指出 第 二 类 永 动 机 的 可 能 性 . 但 是 Bekenstein(1973 ) 指出 ， 
子 力 学 原理 不 允许 b=0, 给 出 了 盒子 大 小 的 下 限 , 因此 效率 仍然 小 于 1. 

假设 盒子 是 边 长 为 a 的 正方 体 , 盒 内 充满 温度 为 7 的 热 辐 射 . 显然 热 辐 射 的 
最 大 波长 为 


或 
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根据 维 恩 位 移 定 律 ， 
v, = 2.822kT/h. 
AP k HKR EWA RTA 
v XV, 
即 
Ae eB B = 2mhc  _ he 
2 T'  2x2.822k k’ 
于 是 有 
l B 
d > 2 > T 
代入 (4.2.3) 式 , 得 到 
_ Bk 
<l p) (4.2.31) 
另 一 方面 , 由 卡 诺 定 理 知 道 
B 
eee (4.2.32) 


式 中 T, 为 黑洞 ( 冷 源 ) 的 温度 . 人 们 发 现 , (4.2.31) 和 (4.2.32) 式 惊人 地 相似 ， 
洞 具 有 温度 


T, = Bk, (4.2.33) 
T, -Bk/c = hk/ck. (CGS 单位 ). (4.2. 34) 
此 式 表 明 , 黑洞 的 热力 学 量 和 它 的 引力 参量 有 着 密切 的 联系 . 由 于 式 中 还 含有 普 
朗 克 常数 ,此 式 还 表明 黑洞 温度 还 具有 量子 论 方面 的 性 质 . 
由 上 面 的 讨论 可 知 ，(4. 2.34) 式 适用 于 克 尔 黑洞 和 克 和 尔 -纽曼 黑洞 . 对 于 史 瓦 
希 黑 洞 这 一 特殊 情况 , 我们 有 


4 


c B= he 
~4GM’ kh 
he -7 Mo 

T, ^AGME ~ 10 E (4. 2.35) 


此 式 表 明史 瓦 希 黑洞 的 温度 由 其 引力 质量 惟一 确定 . 质量 越 大 的 黑洞 , 温度 越 低 . 
2M - Me , WI T, ~107 KK. 可 见 质 量 大 的 黑洞 温度 接近 绝对 零度 . 而 当 ~10 g, 
T, ~10 K. 可 见 原初 小 黑洞 的 温度 极 高 , 约 为 太阳 中 心 温度 ( ~ 10K) 的 10 万 倍 . 

黑洞 具有 非 零 温 度 , 按 热力 学 第 二 定律 ,黑洞 应 该 有 辐射 , 即 黑洞 不 是 黑 的 ， 
这 与 经 典 黑洞 理论 矛盾 . 要 解决 这 一 矛盾 ,必须 突破 经 典 ( 非 量子 ) 的 概念 . 1974 
E, 霍金 论证 了 黑洞 的 量子 辐射 , 从 而 解决 了 这 一 矛盾 .我 们 将 在 第 6 章 中 专门 讨 
论 黑 洞 的 量子 辐射 . 

现在 我 们 继续 讨论 建立 在 黑洞 温度 概念 基础 上 的 黑洞 热力 学 问题 . 


TI 


4.3 黑洞 热力 学 的 基本 定律 。51。 


在 热力 学 中 , 可 以 证 明 , 对 于 一 个 转动 物体 有 


8M = TSS + Q8J. (4. 2. 36) 
考虑 到 (4.2.33) 式 , (3.3.2) 式 可 写 为 
- ral A. 
8M = 78| is + OBJ. (4. 2. 37) 
比较 上 两 式 , 可 认为 黑洞 作为 一 热力 学 系统 , RAN 
IgA 
Ss = T (4.2.38) 


黑洞 的 精 与 其 表面 积 成 正比 ， 即 与 其 引力 半径 的 平方 或 质量 平方 成 正比 . 因此 ， 
一 颗 恒星 的 质量 为 M, WK Su, WERS, RS RRR EA 
Ss 


5 = aM. (4.2.39) 
对 于 太阳 , So 210" erg/K, “4 M, 2 Mo ht, A Sp 10" erg/K, 所 以 
S ND ee 
Bee Es 
从 而 有 
a = 10 /Me 
(4.2. 39) 式 具体 化 为 
Sa 18 M 
secs | (ae 4.2.4 
Su i Mo ( 9) 


np LE EA OS SCIL PO ER Pd, 信息 量 减 少 . 
Bekenstein 138 1H, 在 (4.2.40) 式 中 令 
Ss/Su = 1, 

得 到 

Min = 10° gr ~ 10 " em. (4. 2.41) 
ix Je uf APA 2 RS] FS EME PUR, 就 是 原初 小 黑洞 的 质量 下 限 . 这 类 最 小 的 
原初 小 黑洞 所 含 核子 数 为 10”, 恰 等 于 静电 力 与 引力 的 比值 , 它 的 寿命 恰 等 于 宇 
宙 的 年 龄 . 这 些 看 似 巧合 的 事情 究竟 反映 了 自然 界 的 什么 内 容 规律 至 今 尚 不 清楚 . 


4.3 里 洞 热力 学 的 基本 定律 
前 面 的 讨论 可 以 总 结 为 黑洞 热力 学 的 四 条 基本 定律 
L 热力 学 第 零 定律 
黑洞 可 以 定义 温度 . 由 于 稳 态 黑洞 的 表面 引力 加 速度 在 视界 面 上 是 恒定 的 ， 
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Dm 
pud 
PN 
p 


。52。 


因此 可 以 按 (4.2.33) 式 定义 温度 . 


2. 热力 学 第 一 定律 
OM = TÒS + QJ + VdQ. 
式 中 ， 
A r+Q 
Tz S 一 V = 2 
pes 8TB- r.ta 


3. 热力 学 第 二 定律 


ò( Ss + Sn) ZO. 
式 中 5 AR ied Jee] FLA Jo RS. B E R AY ARCS A 3 LET Hr I8] ZI DZD 


4. 热力 学 第 三 定律 

不 可 能 通过 任何 有 限 步骤 把 黑洞 的 表面 引力 加 速度 k 降 到 零 . 

下 一 童 将 讨论 黑洞 热力 学 的 量子 修正 , 假定 读者 已 经 熟悉 热力 学 中 各 个 量 和 
各 个 方程 , 熟悉 统计 和 量子 场 论 的 知识 . 
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5.1 Be Shs 


di Ba 9.3] 2] P B9 3 7] 2625 E , A TSS | PE P B5 S 3 (4. 2. 38) 式 可 
写 为 
"NE 
PLN .1.1 
Al G ) 


p 


式 中 4” 是 黑洞 视界 面积 ,1, = (hG/c ) l 是 普 朗 克 长 度 . 在 黑洞 物理 中 , Bekenstein- 
Hawking Aij S$” 的 基本 地 位 与 普通 热力 学 中 的 相同 . 它 可 以 由 含 黑洞 系统 的 自由 能 
对 系统 温度 的 偏 导数 决定 . 在 欧 氏 方案 中 ,自由 能 直接 与 真空 爱 因 斯 坦 方 程 的 规则 
欧 氏 解 (Gibbons-Hawking BEF ) 的 欧 氏 作用 量 相 联系 . 按照 热力 学 第 一 定律 ,黑洞 
Ty A RE SO 


dF =-S' dT. (5.1.2) 

式 中 了 为 系统 温度 ,自由 能 既 含 经 典 ( 主 级 ) 贡献 ,又 含量 子 ( 单 圈 ) 修正 . 因此 , 热 
力学 箭 除 了 含 经 典 ( 主 级 ) 部 分 9" 以 外 ,还 应 含有 量子 修正 Sr: 

BC ud er. (5.1.3) 
为 了 得 到 $”, 须 比较 两 个 平衡 位 形 ,为 此 ,通常 确定 $ ”的 计算 都 以 规则 G-H BEF 
作为 背景 度 规 . 这 种 计算 方法 称 为 即 壳 (on shell) 方法 . 
黑洞 热力 学 的 基本 问题 是 其 统计 力学 基础 . 这 个 问题 包括 三 部 分 :四 定义 黑 
洞 的 内 在 自由 度 ;@ WAI EMS = -7,(p In p), REEE 描述 动力 学 
自由 度 ;@ 建立 5S” 和 5S” 之 间 的 关系 . 

为 避免 歧义 REEM T “AA” ,以 强调 SPY 是 按 统计 力学 规则 计算 得 
到 的 . 至 于 密度 矩阵 p, 其 形式 和 性 质 依赖 于 具体 模型 ,本章 我 们 考虑 一 类 模型 , 黑 
洞 的 内 部 自由 度 就 是 其 量子 激发 ,这 种 想法 最 近 有 不 少 文献 采用 . 这 类 模型 的 共同 
寺 点 是 所 考虑 的 p 是 热 的 ,有 大 量 文章 就 各 种 黑洞 模型 计算 了 统计 力学 炉 . 我 们 下 
面 力图 闸 明 这 些 计 算 结 果 和 可 观测 的 热力 学 黑洞 粹 5” 之 间 的 关系 . 

应 该 指出 ,对 于 黑洞 ,S$S” 和 S” 之 间 的 关系 并 不 简单 .通常 的 热力 学 系统 ,S” 
=S”. 而 黑洞 具有 与 其 他 热力 学 系统 不 同 的 性 质 . 在 热平衡 态 下 ,黑洞 质量 M 是 
温度 T 的 普 适 函数 . 但 是 质量 惟一 决定 黑洞 几何 ,从 而 决定 了 描述 其 量子 激发 的 
哈密 顿 的 内 豪 参数 . 这 个 性 质 带 来 两 个 后 果 :@D S” 与 S$” 对 黑洞 来 说 是 不 相同 的 ; 
© 计算 SHS $” 比 较 要 用 离 壳 (off shell) 方 法 . 这 就 是 必须 把 温度 T 和 黑洞 质 
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t M 看 成 独立 参数 . BY TA Ty = (8M) 时 ,不 存在 规则 真空 欧 氏 解 . 这 
样 ,只 能 考虑 非 真空 引力 场 方 程 解 的 背景 度 规 , 或 者 去 掉 视界 附近 的 时 空 ,使 解 不 
完整 ,二 者 必 居 其 一 . 在 这 两 种 情况 下 ,自由 能 的 计算 都 会 遇 到 问题 ,甚至 其 结果 会 
依赖 于 具体 离 壳 方 法 的 选择 . 

下 面 我 们 将 给 出 黑洞 粹 不 同 定义 之 间 的 关系 . 我 们 还 将 讨论 并 比较 各 种 离 寺 
方法 ( 砖 墙 , 顶 角 奇 异性 , 钝 锥 ,体积 截断 ) ,以 及 它们 与 即 壳 方法 之 间 的 联系 . 我 们 
就 一 个 简化 了 的 2 维 模型 说 明 这 些 联系 . 这 是 因为 在 这 简化 模型 中 所 有 计算 都 能 
精确 进行 . n] LB] i 25 h 2 7] 2 i 3 BET RA Td ,我 们 可 以 找到 单 圈 修 正 的 
S AH S ZAMS A. 其 中 一 主要 结果 是 ,在 所 考虑 的 2 维 模型 中 ,量子 场 对 热力 
^E ABER uA 5,” 可 写成 

S. = S™ — Sx, + AS. (5.1.4) 
式 中 Sn 是 在 Rindler Zx HAA n Ze 3T 7J 2486 , AS 是 一 附加 的 有 限 修 正 ,来 源 于 
量子 效应 引起 的 视界 改变 . 用 砖 墙 和 体积 截断 方法 所 计算 的 炉 直 接 和 SS” 相关 , 它 
正比 于 lne, 在 2 维 情况 下 是 发 散 的 ,其 中 @ 是 离 视 界 的 距离 . 另 一 方面 ,用 项 角 奇 
异性 和 钝 锥 方法 计算 的 炉 与 (S”- Su.) 相符 . 因为 S 中 的 对 数 发 散 项 恰好 与 
Rindler H P H ARORA HA CEA ERI. 

如 所 知 ,决定 自由 能 的 单 圈 有 效 作 用 量 含 局 域 紫外 发 散 . 为 了 得 到 定义 很 好 的 
有 限量 , 须 重 整 化 . 通常 假设 裸 经 典 作用 量 所 包含 的 局 域 结 构 与 单 圈 计 算 中 出 现 的 
相同 . 在 重 整 化 过 程 中 ,通过 对 经 典 作用 量 中 耦合 常数 的 重新 定义 ,可 以 去 掉 局 域 
单 圈 发 散 性 . 在 我 们 的 讨论 中 ,假设 此 重 整 化 一 开始 就 已 完成 ,我 们 把 重 整 化 的 可 
观测 量 当 作 即 壳 解 的 参数 ,这 时 , 重 整 化 的 单 圈 有 效 作 用 量 是 有 限 的 . 影响 此 解 的 
量子 修正 可 视 为 对 大 质量 (远大 于 普 朗 克 质 量 ) 黑 洞 的 微 扰 ,我 们 发 现 ,用 可 观测 
参数 表示 的 所 有 黑洞 热力 学 特征 量 都 是 有 限 的 , 且 其 定义 不 需要 普 朋 克 尺 度 的 物 
理 知 识 . 下面 我 们 首先 重 温 欧 氏 方 案 的 主要 特征 ,并 给 出 我 们 要 讨论 的 炉 的 一 般 定 
S. ,然后 讨论 2 维 模型 和 即 壳 、 离 壳 方 案 . 


SM 


5.2 ” 欧 氏 方案 和 热力 学 烽 


用 欧 氏 方案 解决 黑洞 热力 学 问题 的 出 发 点 是 配 分 函数 Z(B) 和 有 效 作 用 量 W 


(B) .一 个 有 黑洞 存在 的 系统 ,其 自由 能 由 路 径 积分 定义 : 
e™® = Z(B) = (Mole, (5.2.1) 


式 中 [中] 是 欧 氏 经 典 作用 量 , 而 所 有 的 物理 量 中 ,包括 引力 场 gw ,在 欧 氏 时 间 7 
上 都 假定 为 周期 性 的 或 反 周 期 性 的 (依赖 于 统计 ) ,周期 为 Ba. (5.2.1) 式 中 的 度 
规 是 渐 近 平 直 的 ,参数 Be 的 倒数 是 空间 无 穷 远 处 测 得 的 温度 . 假定 积分 测度 [D 中 ] 


5.2 BRETT SE AAT R * 55° 


是 协 变 测度 . 
计算 W 的 标准 方法 是 用 半 经 典 近似 . 若 o. 是 I[ 中] 的 稳 态 点 , 即 若 
ol E 
SE 0, (5.2.2) 
则 有 分 解 式 : 
I( 6, + 中 ] = Ibo) * b(6) +, (5.2.3) 


RP, 是 线性 化 作用 量 中 对 涨 落 o 为 二 阶 的 部 分 ,而 省 略 号 代表 市 的 高 阶 项 . 由 
此 可 得 


ZB) =e" f(Dbje" = e" z (gy. (5.2.4) 

式 中 对 市 的 高 斯 积分 可 用 相应 的 波 算 符 D, 的 行列 式 表示 : 
Z(B = ZUS(Q)) = IIide( -DC 7. (509:) 
FERE D, 由 作用 量 的 二 阶 部 分 = 地 | dx lg$D$ 决 定 ,其 显 式 依赖 于 自 旋 j. 例如 ， 


对 于 4 维 空间 中 共 形 不 变 的 无 质量 标量 场 ,D。=A - (d -2)(4(d -1)) R. RP 
Az wy “是 拉 普 拉 斯 算 符 ,R 是 标 曲率 . 常数 w 是 一 任意 的 重 整 化 参数 , 量 纲 为 
长 度 , 且 不 依赖 于 场 位 形 p. 由 (5.2.5) 式 可 以 写 出 单 圈 近似 下 的 有 效 作 用 量 : 
W(B) = I6(B) -InZiCB) = I(6(J +Wildo(B)J. (5.2.6) 

单 圈 贡献 Wi (o ] 是 紫外 发 散 的 , 且 像 通常 一 样 ,经 典 作 用 量 这 样 选 择 ,使 得 只 要 
重新 定义 了 中 的 耦合 常数 ,就 能 去 掉 W, 中 相应 的 局 域 发 散 性 . 现在 ,我 们 假定 这 些 
程序 已 经 完成 , 且 经 典 作用 量 是 用 重 整 化 参数 写 出 来 的 ,中 为 其 极 值 点 . W 是 重 
整 化 的 单 圈 作用 量 . (5. 2. 5) 式 中 参数 选择 的 任意 性 对 应 于 重 整 化 后 作用 量 可 
附加 一 有 限 部 分 . 

为 了 把 这 个 一 般 方案 运用 于 黑洞 情况 ,我 们 假设 黑洞 不 旋转 ,不 荷 电 , 且 不 存 
在 对 称 性 破 缺 ,使 得 所 有 场 的 平均 值 除 引力 场 外 均 为 零 ,而 且 , 为 了 给 出 引力 场 
(真空 ) 方 程 的 渐 近 平 直 解 , 取 重 整 化 宇宙 常数 为 零 . 其 解 代表 一 个 Gibbons-Howk- 
ing 瞬 子 , 它 在 欧 氏 视界 处 规则 . 在 爱 因 斯 坦 理 论 中 ,此 瞬 子 由 史 瓦 希 度 规 描述 , 且 
只 依赖 于 一 个 常数 , 即 黑洞 质量 m, 这 一 度 规 在 视界 处 规则 的 具体 含意 是 Be = Ba 
= 87m. 

当 考虑 量子 修正 时 , 须 记 住 ,对 给 定 边 界 条 件 (r 上 的 周期 性 ) 的 系统 ,黑洞 与 
周围 的 热 辐射 处 于 平衡 状态 ,而 此 辐射 也 将 对 可 观测 的 热力 学 量 有 贡献 . 对 于 无 限 
大 尺度 的 热 澡 (heat bath) ,此 贡献 是 无 限 大 ,而 且 黑 洞 与 无 限 大 热 澡 的 平衡 是 不 稳 
XE HJ. 因此 ,必须 从 一 开始 就 考虑 由 一 有 限 尺度 的 边界 面 B 包围 的 黑洞 . 我 们 假定 
此 面 不 能 被 场 穿 透 . 这 一 点 可 以 由 相应 的 边界 条 件 保证 . 为 简单 起 见 , 设 B 是 球 
面 , 半 径 为 7; ,黑洞 位 于 球 心 处 . 对 于 史 瓦 希 黑 洞 , 若 r,<3m, 则 热 稳定 性 便 得 到 保 


| 


«36° 第 5 章 黑洞 热力 学 的 量子 理论 


证 . 最 后 ,在 这 一 问题 的 描述 中 ,参数 B 是 在 B 上 测 得 的 温度 的 倒数 . 另外 ,我 们 假 
定 所 有 必要 的 要 求 都 已 达到 ,不 再 重复 讨论 . 

(5.2.6) 式 中 的 重 整 化 有 效 作 用 量 WW 是 由 一 个 特殊 的 经 典 解 计算 得 到 的 . 它 
AS Eri PRAE X: 


WL] = I(6) + Wil), (5.2, 7) 
其 中 场 任意 ,边界 条 件 已 选 定 . 极 值 点 
SW 
ee 0 (5.2.8) 


描述 一 修正 的 场 位 形 ; 与 经 典 解 之 差 为 量子 修正 :中 = bo + hi. 须 强调 的 是 ,如 果 
对 单 圈 效 应 感 兴趣 ,中 和 中 的 多 值 之 差 将 是 普 朗 克 常 数 琅 的 二 阶 项 : 
W(B) = 到 [中 (B)] = VC$(8J + 0(h’). (5.2.9) 
这 可 由 (5. 2.8) 式 得 出 ,只 要 量子 修正 解 和 经 典 解 满足 同样 的 边界 条 件 . 

rs 固定 ,自由 能 FCB) = B | WCB) 对 温度 倒数 B 的 变化 便 可 确定 黑洞 的 热力 


S”) = BEP =| Bag 1) (8). (5.2. 10) 
我 们 记得 , 重 整 化 有 效 作用 量 W( B) 是 即 壳 计算 的 , 即 Be = Barm. TUER RET H 
SU E Sy eS A (5.2.11) 
可 以 证 明 ， 
us [Bag c LUCA (D (5.2.12) 
就 是 (5. 1. 1) 给 出 的 B-H Hi S^", 
s") =| BA ci] m C (2 (5.2.13) 


表示 量子 修正 . Wo E do cr RIR. FE ES JOKES , AAR ST ELSE 
很 好 且 有 限 . 所 有 的 计算 都 是 即 壳 的 , 即 在 一 引力 场 方程 的 规则 完整 欧 氏 解 上 做 出 
的 . 此 解 的 参数 仅 由 重 整 化 耦合 常数 表示 . 


5.3 ”模型 描述 : 即 壳 结果 


在 4 维 情况 下 ,Si” 的 计算 相当 复杂 ,为 了 讨论 S” 的 性 质 及 其 与 S UAE, 
我 们 考虑 一 个 能 够 精确 计算 的 简化 2 HEROS. 虽然 这 些 量 的 2 维和 4 维 显 式 不 同 ， 
但 研究 2 维 模型 可 以 对 4 维 情况 做 出 一 些 确定 的 结论 . 为 保留 与 4 维 情况 最 大 限 
度 的 相似 性 ,我 们 考虑 2 AE dilaton 引力 . 其 作用 量 为 


1 — 
IV R +2¢ r)? +2) Néx 


5.3 ”模型 描述 : 即 壳 结 果 EI 


1 2 1 一 ai 
ü 2. "mu (k 2 ko )dy + Jj YP uP dx. (55 3. 1) 


2 维度 规 y,dilaton 3 r 和 标量 场 p 是 这 一 问题 的 动力 学 变量 . R 为 y RS HIS LE 为 9 
M^ 的 外 曲率 . 若 标量 场 p 不 存在 ,此 作用 量 可 由 4 维 欧 氏 爱 因 斯 坦 作用 量 


jue sued Ea ka'a - Ef UU -K") hdx (5.3.2) 


16r 
通过 球 对 称 度 规 


ds = y,dx' dx +r do (5.3.3) 
退化 得 到 . 这 里 y, tE 2 维度 规 ,r 是 2 维 流 形 上 的 标 函数 ,dw 是 单位 球 上 的 线 元 ， 
Ky 是 标准 删除 项 , 且 ko = Ko”. 

由 于 2 维 作用 量 与 4 维 作 用 量 是 退化 相关 的 , 场 对 (yo, qo) 显然 是 泛 函 数 了 的 
极 值 点 ,其 中 po =0;y% 是 2 维 史 瓦 希 度 规 
ds = fdv +f'dr, f=l-r./r. (5.3.4) 
r =r, 处 的 规则 化 条 件 要 求 + 是 周期 性 的 , 且 周 期 为 B =4mr,. 具 有 度 规 (5.3.4) 
式 的 GH 有 瞬 子 , 即 规则 完整 欧 民 流 形 , 如 图 15(a) 所 示 . 
考虑 C-H 瞬 子 上 外 边界 5;(r=r;, 见 图 15(b)) 内 的 区 域 .车 在 面 3， LETS] 
定 边界 条 件 , 而 B 是 线 r=rs 的 固有 长 度 , 则 由 边界 条 件 (B,rs ) 表示 的 区 域 Ms 的 
经 典 欧 氏 作用 量 为 
I(B,rs) = I(yo,qo) = 3mr - Amr, rs + Bre. (5.3.5) 
— Z, 


(a) (b) 
式 中 >, 由 (5.3.6) 式 定义 : 
B = 4mr， (1- r.7r2) . (5.3.6) 
BN rp 处 温度 的 倒数 . 当 ms 一 BE B 4mr.. ALE RH SR f OON 


I(B) = ae. (5.3.7) 
按照 5.2 节 中 的 一 般 讨 论 , 有 效 作 用 量 的 单 圈 贡 献 为 


W,(B) = J Indet( A (5. 3. 8) 


* 58° 第 5 章 黑洞 热力 学 的 量子 理论 


这 里 , 重 整 化 的 行列 式 是 在 2 维 瞬 子 (5. 3.4) 式 的 区 域 M, 上 计算 的 . 为 了 具体 讨 
论 ,我 们 假定 场 p 在 包围 黑洞 的 边界 X, 上 遵从 狄 里 赫 利 边界 条 件 . 作用 量 中 去 掉 
的 发 散 项 是 


1 [一 ,2 Ind 


本 [ Ms] 77 Sax; ^d x + 4X Mi], (5.3.9) 


1 | = — ) 
X Ms] = — | R Nd'x «2[ k hay). (5.3.10) 
B 


4T Ju, 
式 中 8 是 紫外 规则 化 参数 , M) Æ CH BEF M, 的 欧 拉 示 性 数 . 为 了 去 掉 体 积 发 
BTE yx , 须 在 裸 经 幅 作 用量 中 引 和 宇宙 常 数 入 . 重 整 化 之 后 我 们 令 它 等 于 - 172, 
见 (5. 3. 1) X. BEARS. 3. 10) 中 其 他 发 散 项 , 需 在 (5.3. 1) 式 中 引入 附加 项 ,但 由 
于 此 项 仅 为 拓扑 不 变量 , 故 可 略 去 . 
应 用 共 形 变换 , 单 圈 有 效 作 用 量 W (B) 可 表 为 显 式 .注意 度 规 (5.3.4) 式 可 
写 为 


「 -1 
ds =|1-% da fi — 2] dr =e'ds , (5.3. 11) 
| ij | "d 
ds = u (x dT +dx ). (5.3.12) 
这 里 ， 
DEI. < 2T, 
T. 
( = 1/2 
geom Servum pue Lue. (5.3.13) 
Tg —Fr 
且 共 形 因子 o 为 
ITE EON - (2r. 
o(r) = ia pacer cf hp ere " (5.3. 14) 
l J yu A J 


为 保持 量 纲 一 致 ,在 平 直 空间 度 规 (5. 3. 12) 中 引入 了 量 纲 为 长 度 的 参数 u 上 述 共 
形变 换 
Yo ~ Ye =O Yw (5.3.15) 
是 区 域 M, 到 平 直 2 FEA D^ (用 的 单位 测量 ) 上 的 映射 . RT DE BA, p B e E 
影响 物理 结果 . 

对 于 共 形 场 ,此 映射 下 W, 的 变换 式 在 后 面 5.11 节 中 给 出 .用 C 表示 单位 盘 

D [(5.3.12) 式 ] 的 重 整 化 单 圈 有 效 作用 量 , 采 用 关系 式 (5. 11.9) ,得 到 
Wi (B,rs) = WL B,y(Byre) J. (5. 3. 16) 


式 中 ,y =r./r,, MH. 


2 1 : 
W.CB.y) = zg -+ 2Iny +17 - 2y - 13y 
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Ia B 
"upon C. (5.3.17) 


此 两 式 需 作 些 解释 . 首先 ,不 仅 边界 处 的 温度 倒数 B 依赖 于 “半径 ”rs , 单 圈 有 效 作 
用 量 也 依赖 于 rs. 对 给 定 的 m 和 B, 引 力 半 径 7, 由 (5.3.6) 式 定义 .为 了 简化 表达 ， 
我 们 采用 量 纲 为 一 的 变量 y =7, /re ,而 不 用 7s. (5.3.6) 式 意味 着 y 是 由 关系 式 


(5.3.18) 


4mrg 


5E XLI BA ry 的 函数 . 
A rh AB AISA EOS E] LEE DERE E 和 STO 由 下 列 公式 确定 : 
Fi(B,rs) = B'Wi(B,r), 

TD oW, ,TB 
$, = Bm ) 


- W, (B,rs). (5.3.19) 


"B 


dW, (Bre) = aÑ, (B,y) 十 aÑ, (B,y) 


oy 


(5.3.20) 
ap rg op y oy 298 rg 
XU, 
dy|: _ 27(1 m3 
Bl, ^ BQ = ay)" (5. 3.21) 
(5.3.21) 式 来 源 于 (5.3. 18) 式 .根据 (5. 3.19) ~ (5. 3. 21) 式 ,最 后 得 到 
TD = 1 8 2 3 
Si (y,B) = BO ~3y) -— Pas 13y -28y + 13y 
Tlny + aD iui i C (5:32:22) 


此 量 是 有 限 的 . 量 纲 为 一 的 常数 CIS CORTE 8 E BAL, fd c E SC P S AI fl 
XE TE. 对 于 进一步 讨论 ,这 不 确定 性 并 不 重要 ,因此 这 项 和 其 他 类 似 常 数 可 省 略 . 当 


re AK (rer. 或 y&1) 时 ,S ”中 的 主要 项 是 mm B. 此 项 和 一 维 无 质量 标量 量 


TRAKK ES. 我 们 所 考虑 的 情况 总 是 m en ,所 以 上 面 的 限制 只 有 形式 


上 的 意义 . M r - lb SI" = oo ,致使 = 了 时 热 容量 为 无 限 大 . 可 以 预见 ,4 维 
情况 下 这 些 量 有 相同 的 行为 . 


5.4 离 壳 方法 


在 前 面 的 讨论 中 我 们 用 到 了 (5. 3.6) sh. 它 可 以 写成 B。 = Ba. 其 中 Be 2 gt 
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-7r,/rs) l ,是 无 限 远 处 观测 到 的 边界 Da 处 的 温度 的 倒数 , (1 — 7.72) ”是 红 
移 因子 . Bs 是 Hawking 温度 倒数 (也 是 在 无 限 远 处 测量 的 ). Be = Bs 明显 给 出 了 热 
辐射 和 黑洞 之 间 的 平衡 条 件 . 也 正 因 为 有 这 一 条 件 , 我 们 才 谈 及 即 壳 量 
下 面 我 们 讨论 另 一 种 方法 一 一 离 壳 方 法 ,其 中 背景 度 规 不 满足 Be = Bu. 这 时 
有 效 作用 量 的 单 圈 贡献 为 三 个 变量 (B,rs All ru) A PRL: 
Wi = Wi (B,r, e). 
用 上 标 * 表示 此 量 依赖 于 离 壳 方案 的 选择 , W 自 变 量 中 的 省 略 号 表示 
能 依赖 于 某 些 附加 参数 ,这些 参 数 由 于 离 壳 方 案 的 不 同 而 不 相同 . 因为 这 些 
不 重要 , 故 下 面 将 不 再 表示 出 来 . 
在 一 般 情 况 下 Based MAC AB FP =B W 对 温度 变化 的 反应 . 条 
件 是 系统 的 参数 (rs) 和 黑洞 参数 (r, ) 固 定 . XT EX BL BEL 
ow, : 
$, = T -W. (5.4.1) 
这 里 假定 计算 结束 后 要 回 到 即 壳 极限 .3 这 就 是 说 , 令 ^ S, 中 的 r, 等 于 即 壳 值 ,此 值 
由 解 相应 的 引力 场 方程 确定 . 
如 果 不 采 用 rs Mr, ,而 采用 量 纲 为 一 的 变量 


它 还 可 
参量 并 


y = yGs,r.) = — 


^ 
Tp 


a = a(B,re,r.) = Pe P (5.4.2) 


Ba í 


T. 
Aur 十 1 
Tp 


WW, fus, 的 显 式 就 可 Lb 变 得 很 简单 .变量 a 是 离 克 参数 MASA SEN a = 1. 
定义 
Wi(g,rs,r.,:) = Wi (B, al B,rs, ra), y(r: ,re), =). (5.4.3) 
“TAGE r. Pl rs 时 ,y 也 固定 ,于 是 (5.4.2) 表 明 w EEF B. 因此 有 
hap ere y QUE TB - Wi. (5.4.4) 
op Mein ða B 5 
如 前 所 说 , 当 计 算 完 毕 后 , 须 令 a =1. 于 是 S. 相应 的 即 壳 值 只 依赖 于 边界 条 件 B 
和 re. 做 了 一 般 的 讨论 之 后 ， 下 面 我 们 讨论 具体 的 离 过 方法 . 


5.5 f£ Ng Ba A 


1. 有 效 作用 量 
作为 离 壹 方法 的 第 一 个 例子 ,我 们 讨论 所 谓 “ 砖 墙 模型 ”( brick-wall model) , 它 
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H't Hooft 提出 ,随后 有 诸多 文章 讨论 . 其 基本 思想 是 在 离 黑洞 视界 很 近 的 地 方 ( 
有 距离 为 e) ,引入 一 附加 的 类 光 边 界 X., X, WI X. 之 间 的 区 域 表示 为 Ms..( 如 图 
16) , 按 't Hooft 的 意见 ,进一步 假设 场 p 在 两 边界 3, 和 >. 处 都 满足 狄 里 赫 利 条 
件 . 砖 墙 模型 的 出 发 点 是 在 区 域 Ms.. 中 的 无 质量 标量 场 的 配 分 函数 Z” (B): 


图 16 


az Cp) iss Minder - pA). (5.5.1) 


式 中 B 为 处 测 得 的 温度 的 倒数 “ln det” 理解 为 重 整 化 量 ,A 是 区 域 W。 .内 满足 
狄 里 赫 利 条 件 的 标量 场 的 拉 普 拉 斯 算 符 . 由 于 内 边界 X. 的 存在 ,热气 体 不 能 穿 透 
的 黑洞 视界 附近 区 域 就 被 完全 消除 掉 了 . 因此 ,无 论 参 数 B 和 m 的 关系 如 何 ,这 系 
统 都 不 是 奇异 的 ,而 且 砖 墙 模型 适用 于 离 过 情况 . 为 了 区 别 用 这 一 离 壳 方 法 算得 的 
量 ,我 们 用 缩写 字母 BW 作为 上 标 ,相应 的 配 分 函数 Zi ”和 作用 量 中” 不 仅 依赖 于 
BAI m ,也 依赖 于 se 和 视界 处 的 dilaton 值 >, . 现在 我 们 的 任务 是 找 出 W (Bye, 
r.,€). 

显然 ,这 一 问题 可 以 简化 为 某 种 “标准 ”2 维 平 直 区 域 的 有 效 作 用 量 的 计算 . 我 
们 取 圆 柱 面 为 这 一 区 域 ( 如 图 ). 

一 个 比较 方便 的 方法 是 分 两 次 完成 共 形变 换 . 

首先 ,采用 映射 (5.3. 15) 式 ,其 中 o 由 (5.3. 14) 式 给 出 ,在 此 变换 下 , 度 规 形 
式 为 


ds = p (x dr +dx), OS7T<2m0, «<x <1. (5:502) 
Js Nal the A ER. 它 是 圆锥 C. 在 面 Xs(x 21) I X. (e) ZERRI Kae ,x 
- e, 的 值 和 固有 距离 e 的 联系 为 


Gn Ue ey RN (5.5.3) 
L 2y J 
式 中 参数 y 和 a 由 (5.4.2) 式 确定 . 
其 次 ,把 Ka e 映射 到 度 规 为 w (dr +de ) 的 圆柱 O。. 上: 
ds = p(x dt «dx ) =x [u (dr «*dz)],z 2-Inx. (5.5.4) 
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此 柱 面 周 长 为 2ra, 母 线 长 为 e = -Ine( 在 hh 单位 下 ). 
因此 ,只 要 知道 “标准 ” 柱 Qu 的 有 效 作 用 量 W [ 0。。 ] ,通过 共 形 变换 ,就 可 
以 得 到 作用 量 Wi" (Byre re) .可 以 证 明 ( 见 5.12 节 ) 
Wil Qae] =- ie PO (5.5.5) 
式 中 是 满足 狄 里 赫 利 边界 条 件 的 无 质量 标量 场 在 区 间 (0, pe.) 内 的 哈密 顿 . 于 
是 ,对 于 e: 闻 1 有 ( 见 5.12 节 ) 


1 1, Ta | 
W, [Qae] = Dat 7 In 2 + o| 


尺度 参量 在 (5.56) 式 中 不 出 现 是 因为 柱 面 上 的 作用 量 有 尺度 不 变性 . 共 形 变换 
下 有 效 作用 量 Wi[ Kae JA 


a (5.5.6) 
€./ 


Wil Kee] = Wif Qae] Hood (5.5.7) 

而 变换 (5. 3. 15 ) 式 给 出 
W,[Ms.] = 了 [KR ] + of(y), (5.5.8) 
f(y) = = ggl cl + 2Iny + 2y + 13 - 13] : (5.5.9) 


20. 5.6) ~(5.5.8) 节 ,可 以 得 到 最 后 结果 .用 (B,a,y,e) 写 出 的 有 效 作 用 量 
1 (B, 7B ,? 2€) 4 


Wi" (B,rs,r.,€) = Wi (B. a(B,ro r2 y(ro,r.),€), (5.5.10) 
Wi" (Bare) = Hf + 1x 28H 
St ree) 2y - 13y) 
ee (5.5.11) 


M a =1, 就 是 即 壳 情况 ,此 时 作用 是 可 以 写成 和 的 形式 . 
W,"(Bg,a = 1,y,e) = W.(B,y) + Hne 


1 l T 
2 " In(B/2ne) 
式 中 区 域 M, 上 的 热力 学 作用 量 F (B,y) 由 式 (5.3.17) 给 出 ,而 附加 项 来 源 于 墙 
的 存在 , 当 e0 MN EXTRA HK. 


2. Óü 
qoa SS 由 (5. 4. 1) 式 用 Wi" 25:8. 5X (B, o, y e) 的 形式 为 


+o(ln (B/e) ). (5.5.12) 
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Sr (B,o,y, €) = Dal 2/5 B Iny + l 1 
TAE y 


1 In TO 
2  In(fy2Tae) 
a =1 便 得 到 S^ B HI fH. 
这 里 应 注意 , 重 整 化 参数 上 未 出 现 于 (5.5. 11) 和 (5.5.13) 式 , 故 砖 墙 作用 量 
Wi. UB S$” 都 不 含有 p. 这 是 因为 在 常 共 形 变换 下 ,有 效 作用 量 需 附加 一 正比 于 
流 形 的 欧 拉 示 性 数 的 项 . 但 是 M; .与 柱 面 的 拓扑 相同 , 欧 拉 示 性 数 为 零 . 因此 ,有 效 
作用 量 在 常 共 形变 换 下 不 变 ,并 不 含 m 另 一 方面 ,完全 规则 瞬 子 的 欧 拉 示 性 数 与 
D 相同 ,都 不 为 零 . 结果 共 形 反常 积分 不 为 零 , 因 而 上 作为 维 数 变换 的 参数 出 现在 
P= JE Hot Ri vn. 
下 面 我 们 证 明 , 砖 RORIS. 5. 13) MBit Hy 2 CIR GIF S R 
SI" (B,a,y,€) 2 tr[ pe (B)In p (B) J. (5.5. 14) 
SRA pe (B) 是 黑洞 附近 区 域 My .中 的 无 质量 气体 的 热 密度 矩阵 ,B 是 3 处 测 得 的 
温度 的 倒数 . 在 't Hooft 的 砖 墙 模型 中 ， 这 种 热气 体 被 认为 是 黑洞 的 内 部 自由 度 . 
为 了 证 明 (5.5.14) 式 ,我 们 先 把 Si+” 的 表示 式 改 写 一 下 . (5.5.7) 和 (5.5.8) 
式 给 出 


*o(ln (&/e)). | (5.5.13) 


Wi" (B,rs,r.,€) = of(y) -FE e Wi Que]. (5. 5.15) 


为 了 得 到 si" ,我们 固定 pr. 和 .于 是 y 不 依赖 于 B, mi a ET p, 结果 
(5.5. Dod S 无 贡献 , 故 有 


- [s i) wl [Que] = Ge yl I eoe). (5.5.16) 


易 证 (5.5.16) 式 和 (5.5. 13 ) 式 相合 .注意 W [Qu] H1 (5.5. 55) RAH, d (1- p 
(9/8) ) Intre OL ay ES R, 


- tr[ p(B) In p(B) ]. 
StH H, 是 长 元 区 域内 的 哈密 顿 ,而 


p.(B) = pe” 

应 用 这 些 关系 式 ,可 以 把 (5. 5.16) RBH 
Si" = ~ tL ph, Corpo) In Pre, (22a) ] . (5.5.17) 
此 式 表明 $ EKE pe AREN Onpa) ”的 1 ESI CHR IO A [ 由 于 前 面 说 明 的 

原因 ,不 出 现在 (5. 5. 16) 式 中 ]. 

此 结果 可 以 用 来 证 明 (5. 5. 14) 式 ,因为 密度 矩阵 pl。 (22r poc) 和 黑洞 密度 矩阵 
a .实际 上 ,我 们 用 了 保持 对 称 性 (Killing 矢量 ) 的 共 形 变换 ,并 没有 影响 
条 件 . 在 这 些 条 件 下 , 共 形 无 质量 场 的 哈密 顿 是 不 变 的 , 故 密度 矩阵 也 是 不 变 


HL 
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的 .但 是 要 注意 ,我 们 用 来 定义 温度 和 距离 的 尺度 会 改变 . 为 了 定义 能 量 、 温 度 等 ， 
我 们 必须 保证 Killing 矢量 的 归 一 性 . 现在 我 们 选择 (在 外 边界 X, WE) REE)» = 
1. 若 共 形 因子 o 在 边界 处 不 为 零 , 则 必须 重新 标 度 E 9€ = exp( -0,) E ,使 得 共 
形变 换 后 ,在 边界 处 有 所 =1. 我 们 有 

"PR (5.5.18) 


XU, 
B -exp(-0o,)B, H = exp(o;) H. 
工 是 共 形 相关 度 规 yo =e “yw 中 区 间 的 固有 长 度 . 
寺 别 是 考虑 到 我 们 在 第 一 步 中 用 到 的 共 形 映射 (5.3.11) 和 (5.3.14)， 
(5.5.18) 式 给 出 


p. (B) = pu, (2mpa). (5.5.19) 
式 中 pr 是 初始 黑洞 密度 矩阵 , 是 Rindler 空间 中 的 热 密度 矩阵 ,其 度 规 为 
df Siw ar od os | aA dT dE. (5. 5.20) 
人 H- 


Rindler 75 [i] FY Yt EE £8] 2t 2 poc Fe EW EX = p ib] AY, CAPTA AE grr =1. dn 
为 内 边界 到 视界 的 固有 距离 ,用 Rinder 度 规 测量 . 注意 固有 距离 并 非 共 形 不 变量 . 
最 后 ,把 Rindler 空间 映射 到 平 直 空 间 [ 相应 的 有 效 作用 量 的 变换 Ka, 
(5.5.4) 式 给 出 ] ,可 以 得 到 Rindler 密度 矩阵 和 区 间 内 的 密度 矩阵 之 间 的 关系 ; 

Puc, (2mha) = pu (2mpa). (5. 5.21) 
S ”的 统计 力学 形式 (5.5. 14) 式 便 可 由 (5. 5.17) , (5.5. 19) 和 (5. 5. 21 ) 式 得 到 . 
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我 们 可 以 不 去 掉 视 界 附 近 的 se 区 域 ,而 直接 研究 完整 的 黑洞 几何 . 但 是 若 
和 Hawking 值 By 不 同 , 时 空 不 再 是 规则 的 ,因为 视界 r=r, (Killing 矢量 的 
A ADA fR HD 2 (1 - a) 的 顶 角 奇异 性 . 这 样 的 空间 在 顶 角 处 具有 类 5 的 曲 
率 . 因此 , 它 不 是 真空 爱 因 斯 坦 场 方程 的 解 . 我 们 称 这 空间 为 奇异 瞬 子 ,用 Ms 表示 
(如 图 17): 

直接 用 这 一 流 形 做 单 圈 计算 是 可 能 的 . 我 们 把 相应 的 方法 称 为 顶 角 奇异 性 方 
法 . 所 得 结果 和 规则 空间 的 区 别 在 于 紫外 发 散 性 的 结构 . 顶 角 奇异 性 导致 有 效 作 用 
量 中 出 现 附加 的 、 源 于 视界 面 的 发 散 项 ; 重 整 化 需要 新 的 项 . 但 是 重要 的 是 这 些 项 
的 数量 级 为 


(B. - Br) ~ (1-a)', 
idc BUE E EATA SC ERI E ESIC TK. 
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图 17 
在 2 维 情况 下 ,由 (5.11.2) 和 (5. 11.3) 式 ,可 将 奇异 瞬 子 Ms 上 作用 量 的 发 散 
部 分 写成 


div ey 1 —,2 Ind à 1 > | 

W [Ms] =- sl, Va + 15 xl Ma] € 5:0 - a) l. (5.6.1) 

[Lm] = + | Rd'x «2| kdy +4T(1 Sos (5.6.2) 
4T Jug Sy y J 


如 (5.3.9) 式 一 样 , 式 中 ,8 是 紫外 截断 参数 ,R 是 规则 曲率 . 量 X[ M;] 是 M 的 欧 拉 
示 性 数 , 且 与 Gibbons-Hawking 瞬 子 相同 : 

X. Mi] = XL M5] = I. 
因此 ,精确 到 (1 — a) ,规则 瞬 子 的 发 散 项 与 奇异 情况 相合 [ 比较 (5.3.9) 和 
(5.6.1) 30), ifi HC 2 t BUTE ot AS RE n i. 如 前 ,我 们 假设 已 重 整 化 ,只 采用 重 整 化 
的 量 . 

现在 我 们 用 顶 角 奇异 性 方法 计算 离 克 有 效 作用 量 WIRE S. 

与 前 面 的 讨论 相似 ,B 为 Xs 处 的 温度 倒数 ,a = Bo /Bs 为 离 壳 参 数 . 我 们 再 次 
采用 共 形 变换 (5. 3. 1) 式 . 但 是 现在 它 把 奇异 瞬 子 映 射 到 标准 锥 CC, ,其 母线 为 单位 
KEA p HAAN): 

ds = p(x dr +d), 0Sx<1, 0x x2mo. (5.6.3) 
利用 (5.3. 11), (5.3. 14) Rl(5. 11.9) 式 ,可 以 把 有 效 作 用 量 W 和 C。 上 的 作用 
量 联系 起 来 . 如 前 ,用 变量 (B,a,y) 写 出 ,此 作用 量 为 : 

W (Byres) = WE (Bio Byrssr.) ,yrs,r:)). 8) 


= CS A af 2 p | 
Wi (B,a,y) = = 2y + 13y = 15 EM 


aif B 
Ba ~ 1 ly + 2In + CCo. (5.6.5) 


式 中 C(a) 是 单位 锥 的 有 效 作用 量 , 当 a=1 时 ,与 单位 盘 D^ 的 有 效 作 用 量 相同 :C 
(a=1) =C. 函数 C(a) 不 含 p, 并 导致 粹 的 一 纯 数 项 . 它 的 形式 对 我 们 不 重要 . 
取 即 壳 极 限 a=1 时 ,项 角 奇 异性 消失 , 故 
Wr (B,a =1,y) = Wi(y,B). (5.6.6) 
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或 贸 (y,B) 是 (5.3.17) 给 出 的 即 壳 有效 作 用 量 . 
Ai SO m WP (B,o,y)ilixt(5. 4. A) RME, FRA 


CS = 1 1 B CS 
Si (B,a,y) = Oa - Iny +2In B [ec (a). (5.6.7) 
Xm, 
Gus a sy cu (5.6.8) 
L da J 


在 a=1 时 是 无 关 常 数 . 在 顶 角 奇异 性 方法 中 , 重 整 化 作用 量 W RU S 都 是 有 
限 的 . 


5.7 钝 锥 方法 


考虑 前 页 图 中 的 奇异 瞬 子 和 一 系列 在 项 角 处 几何 略 有 变化 的 规则 流 形 (如 图 
18) ,这 些 几 何 , 黎 曼 曲率 处 处 规则 , 仅 在 视界 附近 和 奇异 瞬 子 不 同 .我们 称 这 种 几 
何 为 “ 钝 瞬 子 ”, 而 把 这 种 离 壳 延 拓 称 为 印 锥 方法 . 在 这 一 方法 中 ,可 以 避免 无 限 曲 
率 流 形 的 量子 化 和 重 整 化 问题 . 计算 的 最 后 才 去 掉 顶 角 
奇异 性 的 规则 化 . 

为 了 简化 计算 ,我 们 选择 离 壳 延 折 的 一 种 特殊 形式 . 
它 由 两 个 参量 表征 : 离 壳 参数 a = B./p, 和 一 个 新 参数 
n, 它 描述 钝 瞬 子 顶点 圆 化 的 程度 . 钝 瞬 子 度 规 取 为 


ds’ = | 2 (eae a duo 
omi 


0zczx2m,00zpcxl; (5. 7. 1) 


jos d 二 p + on 
(1-p *yp) ap +an 

区 域 的 边界 X, 位 于 p=1, 其 长 为 B. 如 前 ,黑洞 质量 
参数 含 于 量 纲 为 一 的 量 y = r, /rs 中 . 惟一 确定 钝 瞬 子 的 参数 为 B,r,r, Ay. 4a 
=1 ,此 度 规 和 G -HBT EE URB Fn]. 

为 了 计算 钝 瞬 子 上 重 整 化 的 单 圈 有 效 作用 量 ,我 们 把 这 一 钝 瞬 子 映射 到 一 单 
D 上 .首先 考虑 一 任意 的 静态 欧 氏 2 维 流 形 ,其 线 元 ds 和 单位 盘 上 线 元 ds 
共 形 : 


图 18 


E 


ds - E 
2T 


[a dr +b dp ] = exp(2e)p [x dt +dx ]. (5.7.2) 
Am, 
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Ozxzxl. 


于 是 , 度 规 系 数 a,b 和 共 形 因子 
alp) fh b | B) 
RENT 2 d + [do n i (5.7.3) 
都 只 含 p. 归 一 化 条 件 要 求 o(1) 2In( /2mp) M 7 7. 
把 共 形 反常 积分 ( 见 5. 11 节 ) 用 于 度 规 (5.7.2) 式 ,得 到 单 圈 有 效 作用 量 
BE ol | B) is (gc | a! 
W =- An) oa al dp ab E. 
这 里 a' = da/dp, WR C( 与 前 面 类 似 ) 是 单位 盘 D^ 的 有 效 作用 量 . 在 导出 此 式 时 
已 用 到 视界 处 度 规 的 规则 化 条 件 (a'/5) 1,-。=1. 对 于 钝 瞬 子 度 规 (5.7.1) 式 ,有 


eC (5.7.4) 


1 p + on 


ee “te (5.7.5) 
(1-p +yp) ap +an’ 
1r +a | | 
o = lnp + [az E n + In -B |. 
2 Je? z(oz tan ) (1 -z +yz)’ 20 
钝 锥 有 效 作 用 量 为 
本 (B,ra,r. m = Wi (B,o(B,ro,r.)yCro,r.),m, (5.7. 6) 
E 1 f B] (a-1) 1 " 
y - 1 5 二 了 | 
| (Bo, y, m 6 ib 24a (14m -yn) pr n 
a-l 2 242 1 
十 A (1 + am Fumo. eto a 
a-l 1 | 
x 2 22 
a “CL + -yn) 
1 | ] +an -yan | 
TI le 2 
pave aM de ay(l+n - yq) 
1 1 o tom 1 
Tati ay aes ay l 
quo a a a 


(5.7.7) 
参数 m 的 作用 类 似 于 砖 墙 模式 中 的 截断 参数 e. 当 规 则 化 参数 m 一 0 时 ,作用 量 
变 为 


"T PNE NETS 
= l 
W, (B,o,y,m) 6 iom ay 


+ a 2ay 
a 
2 2 
- 13ay +2(a-1)Ina +- +3a + 12] 


+O + as 7D Inq? +0(y ). (5.7.8) 


在 即 壳 时 (a =1) , 度 规 (5. 7. G-H 瞬 子 度 规 , 相 应 的 即 过 有 效 作用 量 为 
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Wi (Ba = lyn) =- cine 
Lm 
1 2 2 
+- -< +2lny -2y - 13y +17|+ C. (5.7.9) 
48 y 


(5.3.17) 式 给 出 的 即 壳 作用 量 W, CB, y) 相同, 4H hz B9 fü E 4 
当 m =0 时 有 限 , 且 为 
1 1 1 B 1 


Sr (B,1,y,0) = (og o 6 a 
yt zs FR AT ff AF MEE A SP 相同 ( 差 一 个 不 重要 的 常数 )， 
5.8 体积 截断 方法 


本 闻 我 们 再 讨论 一 种 黑洞 有 效 作 用 量 W 的 离 壳 定义 . W, 可 以 表示 为 某 一 拉 
格 朗 日 密度 名 (x) 对 背景 空间 的 体积 2 


C. (5.7.10) 


PM gdx Zx). (5.8.1) 
相应 的 拉 氏 密度 可 写成 热 核 算 符 在 坐标 表象 中 的 对 角 元 素 的 项 : 
1r ds à 
S (x) =->|, Shale d a), (5.8.2) 
于 是 ,对 作用 量 本 身 有 标准 公式 
1 2 1r ds wa 
W, = 51n det( - p A) ves PR ; (5.8.3) 


现在 考虑 一 奇异 瞬 子 ,并 对 规则 点 r>r; 计算 A (x). & X. 表示 距 视界 一 很 
小 距离 e 的 面 . 把 积分 限制 在 3 外 的 区 域 Me: 中 ,如 图 19. 于 是 ,作用 量 Ww, 依赖 
于 新 参量 e, 我 们 称 这 一 离 壳 方法 为 体积 截断 方法 ,相应 的 量 用 上 标 ve 表示 . 


图 19 


体积 截断 方法 自然 地 来 源 于 黑洞 焙 的 动力 学 - 内 部 方案 . 在 这 一 方法 中 ,黑洞 
的 内 部 自由 度 等 同 于 在 视界 附近 传播 的 场 的 态 . 由 于 视界 的 量子 涨 落 ,对 于 视界 极 
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近 处 的 传播 模式 ,其 量子 涨 落 幅 相对 较 大 , 故 将 这 些 模式 区 分 为 外 部 (在 视界 外 传 
播 ) 和 内 部 (在 视界 内 传播 ) 是 不 可 能 的 . 因此 ,在 此 方案 中 计算 黑洞 统计 力学 炉 时 
对 模式 的 求 和 只 能 限制 为 视界 涨 落 区 域外 的 模式 . 这 等 效 于 上 述 有 效 作 用 量 体 积 
分 中 的 截断 . 体积 截断 方法 已 被 许多 文章 所 采用 . 黑洞 度 规 被 映射 到 一 光学 (极端 
静态 ) 度 规 上 ,视界 则 映射 到 无 限 远 ,此 光学 空间 的 固有 体积 变 成 无 限 大 . 为 处 理 
这 种 发 散 , 很 自然 地 要 把 体积 分 限制 在 一 有 限 区 域 . 这 一 方法 可 以 就 依 修 正 获 得 许 
多 有 趣 的 结果 ,即使 对 高 于 2 维 的 空间 内 的 有 质量 场 和 非 零 自 旋 的 共 形 场 也 能 做 
到 这 一 点 . 

在 某 种 意义 上 ,体积 截断 法 很 像 砖 墙 法 . 但 它们 肯定 是 不 同 的 . 因为 体积 截断 
法 不 需要 在 XS 上 满足 任何 边界 条 件 . 它 还 和 比 X. 更 接近 视界 的 区 域内 的 量子 场 
行为 无 关 . 

离 壳 黑洞 解 上 的 拉 格 朗 日 %% 的 计算 可 以 通过 到 顶 角 空间 的 共 形 变换 进行 ， 
由 (5. 11.9) 式 有 


Pug ge a de 
4, =e S (C.) 24m 
x [Ro —( o) + (2ko *3o ,n")&(r,r,) ]. (5.8.4) 


式 中 A (Cu) HE C。 上 的 拉 格 朗 日 ,只 对 视界 外 的 区 域 适用 . 8(r,re ) 是 不 变 
8 函数 ,可 以 在 外 边界 处 产生 表面 项 . 因子 o 见 (5.3. 14) 式 . 注意 (5.11.9) 式 中 由 
共 形 因子 o 在 顶 角 处 的 值 决定 的 项 对 Wi | (5. 8.4) 式 中 ] 无 贡献 . 

为 找到 A 0C.) ,可 采用 项 角 空间 (5.6.3) 上 拉 普 拉 斯 算 符 的 热 核 K(x’) 
= (xle” 1x') 的 索 末 菲 表 象 : 


A 2. 2 à 
K.(x,x',T— 1) = K(x,x',T— 1) + 一 一 
4ra 


w E a 
x [eot 2KGus „T-T +w)dw, (5.8.5) 
SRP PUK Kx, x, T- 7 ) EMAL D 的 . PRAT 位 于 复 平 面 上 ,包括 两 条 
HAR P Em - (0-7) +iw Slo m - (7-7) tice ,与 实 轴 的 交点 位 于 被 积 函 数 的 
极点 ( -2ma;,0) 和 (2Ta) 之 间 . 锥 上 的 拉 格 明日 很 容易 计算 ,只 要 代 和 人 (5.8.5) 和 
(5.8.3) 式 .结果 很 简单 : 


AC) = AD) - 


1 

eel " a 
式 中 ZADAM D 上 的 拉 格 朗 日 密度 . 由 于 它 在 ”中 导致 一 无 关 紧 要 的 
常数 项 ,下 面 将 略 去 它 . 第 二 项 产生 于 (5. 8.5) 式 中 的 积分 ,而 且 当 a=1 时 为 零 . 
在 这 一 计算 中 , 先 对 $ 积分 ,然后 再 用 下 面 的 公式 : 

ml uuo Pise) 


(5.8. 6) 


(5.8.7) 
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SW [Co。] 为 锥 C。 上 的 有 效 作 用 量 ,可 由 (5. 8.6) 式 积分 (到 点 x=e,) 得 到 . 
和 前 面 类 似 ,e, 与 到 视界 的 距离 e 的 关系 由 (5.5.3) 给 出 . 这 一 泛 函 为 


(5.8.8) 


于 是 ,由 (5. 8.6) 和 (5. 8. 3) 式 得 到 体积 截断 法 中 的 完全 有 效 作 用 量 . 
Wi (B, Ty T 2.6) = Wii [Ce] 


1 J 


~ 24m. ji, Se Y a) | + | (2Ko oer. (5.8.9) 


所 以 最 后 我 们 得 到 
Wi. (B, rp yt oe) = Wr (B, a(B,rs,r.) ,y(rs,r.),€), 


i " 
Wi (g,o,y,€) = H a al In s Hee Dny l + l | 


+ abel B = +2lny -2y-13 +17 + gy, THA + o(€). 
(5. 8. 10) 
即 壳 时 (a 21) ,发 散 项 Ine 2928, W FIPS pH] E R9 4E HIS (5. 3. 17) 相同 : 
PME = 1,y,e) = Wi(B,y). (5.8.11) 
由 作用 量 (5. 8. 10) £8 ASK 
Si (B,o,y,€ = zyz] 2In E + 2In eh e a 
€ 2708 y^ 
即 壳 时 ,$， SUA RHE 5 只 差 一 含 @ 的 奇异 项 : 
Oy el as Ou eyes HL E (5.8.13) 
WS, 也 可 以 写 为 
S (B,a,y,€) = cune). (5.8.14) 


故此 量 与 从 作用 量 W CC.) UA A. 这 种 吻合 的 原因 是 用 来 区 分 Wi (B, a, 
y e) 和 Wi (C) 的 反常 项 正比 于 B, EXT S1 没有 贡献 . 
另外 ,SI 与 尺度 为 ne 的 体积 内 的 量子 气体 的 热 炉 相 同 . Ted S; "pH 


5.9 ” 离 壳 与 即 壳 计算 结果 的 比较 。71。 


lnlne” 项 在 体积 截断 箭 中 不 出 现 ,因为 习 处 量子 场 边界 条 件 不 必 满 足 , 而 场 可 以 
自由 地 在 边界 上 涨 落 , 见 5. 13 节 . 


5.9 ” 离 壳 与 即 壳 计算 结果 的 比较 


1. 离 壳 与 即 壳 的 有 效 作用 量 
本 节 我 们 讨论 .比较 表明 黑洞 热力 学 特征 的 离 壳 与 即 壳 计算 的 结果 . 先 讨 论 有 
用 量 


27 
1 


3.2. i 
Te 5 + 2lny +17 -2y - 13y 


效 作 


1 
U(B,o,y) eS [s 


- 1í " 
al. impen + 15a - 2ay - 13ay | 
(a-1),| B 1| 
195 In| E + | Q 十 1| lna. (5.9.1) 
各 种 离 壳 方法 得 到 的 有 效 作 用 量 单 圈 贡献 可 写 为 
Wi. (B,a,y) = U(B,a,y) + C(o), (5.9.2) 
Wr" (B,a,y,€) = U(B,a,y) + H Q 十 BI =] 
1 TA 
Si (5.9.3) 
WI (Bayn) = UCB nu) + Cura 2B 
a-1 a-5 
ne (5.9.4) 
Wi (B,o,y,€) = U( B,o,y) a- Ln =. (5.9.5) 


y = r.Zrs, 


a( B,rs ,r.) = B/(4ar. l-r, /rs). 
常数 C 和 C(a) 分 别 是 单位 盘 D^ 和 单位 锥 C。 上 的 有 效 作 用 量 


W, = E dett cA. 


用 同样 的 记号 , 即 壳 单 圈 有 效 作用 量 表示 为 
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W.(g,y) = U(B,a = 1,y) +C. (5.9.6) 
比较 (5.9.2) ，(5. 9.4) 和 (5. 9.6) ,得 到 
Wr (B,a =1,y) = Wi (Bye = Ly, 
= Ñ (Ba = 1,y,e) = Wi(B,y). (5.9.7) 
[忽略 (5.9.4) 和 (5.9.5) 式 中 不 重要 的 常数 ] 这 就 是 说 ,用 顶 角 奇异 性 钝 锥 .体积 
截断 方法 计算 得 到 的 单 加 有 效 作 用 量 的 即 壳 值 和 即 壳 单 圈 有 效 作 用 量 WB, y) 
相同 . Wi 总 是 有 限 的 ,而 Wi Wi AE BISE (o =1) 时 才 是 有 限 的 ( 即 不 含 In 
或 Ine AEH). 惟一 发 散 的 即 壳 值 是 砖 墙 有 效 作用 量 W". 
(5.9.3) 式 可 以 这 样 解释 . 回忆 有 效 作用 量 W” 的 计算 过 程 ,先是 共 形 映射 到 
HE C. 上 [ 见 (5.6.3) 式 ], 故 Wr 可 以 附加 一 作用 量 WC.) =C[a]. 也 可 以 映射 
到 尺度 为 的 锥 C.。. 上 .这样 两 种 计算 结果 是 可 以 比较 的 ,只 要 采用 W [C] fI W, 
[Cu | 的 差 . 而 这 个 差 值 容 易 得 ,因为 这 两 个 锥 互 为 平凡 伸缩 : 


Te (5.9.8) 
由 (5. 11. 9) 式 得 到 
WLC] = WC] +5 feelin (5.9.9) 
a 4 H 


于 是 可 以 把 (5. 9.3) BH 

Wi'(B,oa,y,e) = W'(B,u,y) - W[C..] + W"(B,o,€). (5.9.10) 
式 中 
1 In TA 
2  In(21ae) 
是 Casimir 效应 的 贡献 . 关于 这 一 项 以 及 它 与 砖 墙 边界 条 件 的 关系 见 5. 13 节 . 


2. AE AES BD SES Sc BE o B RP [e] 


在 (5.9.7) 式 中 ,所 有 ( 除 砖 墙 ) 离 这 有 效 作 用 量 等 于 即 过 有效 作 用 量 并 不 能 
Ts UE RE DS BO AS. 而 且 正 如 下 面 我 们 将 看 到 的 ,所 有 离 沉 计算 给 出 的 炉 都 与 即 
FEMA i]. 在 给 出 具体 关系 式 之 前 , 先 看 看 这 为 什么 会 发 生 . 

离 沉 计算 的 出 发 点 是 作为 参数 B,rs Ar, 的 函数 的 单 圈 作用 量 W. 在 砖 墙 和 
体积 截断 方法 中 ,W, 还 含有 e; 在 钝 锥 方法 中 ,还 含有 se 和 mn. 量 B 和 rs 是 确定 这 个 
问题 的 外 参数 .7 ,由 下 面 的 即 壳 条 件 给 出 : 

a(B,re,r+) = P E =a (5.9.12) 


| 
mr, (l-r,/rs 


Wi" (B,a,e) = 


(5.9.11) 


先 考虑 项 角 奇 异性 方法 、 钝 锥 和 体积 截断 方法 . 它们 的 作用 量 当 即 壳 (5.9. 12) 时 ， 
与 (5.3.16) 和 (5.3.17) 式 给 出 的 热力 学 作用 量 W (B,rs) 相 同 . 


5.9 离 壳 与 即 壳 计 算 结果 的 比较 .73， 


Wr Bassano = Wi(B,rs). (5.9.13) 
式 中 星 号 代表 CS, BC 和 VC. FATA S^ B (5.3. 19) 式 给 出 : 


so pe - Wi), (5.9.14) 


ifi BEA HI (5.4. 1) 式 给 出 : 

aw, (Byre,rs) 
ap trs 

注意 计算 Sy 时 7, 是 固定 的 . tu] 6 A d c2. 


AS 2$ -S = B ag (Bra) - og" (Bora ,r.) | 


显然 ,AS 不 为 零 . AMAA EE D F p Be Zr s P389 69 DR i PPL D A 
和 由 即 壳 作用 量 经 热力 学 计算 得 到 的 贡献 不 同 . 


3. Eizo E BÜCHER 


HERNA HS Rb ATER A C. ANT TAS EL (Be e SE OT RA a = 
1. BARAA DERIER E P C BA re 的 函数 .为 了 简化 ,我 们 以 后 略 去 这 
些 说 明 . 也 要 注意 ,有 效 作用 量 包含 任意 常数 , 记 为 C 和 C (o) . DAY A CU PA 
tute d rp. 这 些 常数 已 出 现在 前 面 粹 的 表达 式 中 . 它们 可 能 对 讨论 与 热力 学 第 三 
定律 有 关 的 问题 很 重要 ,但 对 我 们 现在 讨论 的 问题 并 不 重要 ,因此 我 们 将 不 再 提 及 
它们 .我们 也 略 去 当 其 他 参数 取 极限 值 (se=1,m=0) 时 等 于 零 的 项 . 

比较 方便 的 是 从 顶 角 奇异 性 方法 得 到 的 炉 开 始 讨论 . 由 (5.9.2) 式 给 出 的 有 
效 作用 量 Wi (C(o 81) =0) ,或 者 由 (5.9.1) 式 给 出 的 UV, 得 到 


Si = - Wi (B,ro,r.). 


. (5.9.15) 


a= 


cs 1/ 1 p 

OMM ts ER B|, 5.9.16 
i2. 1 - lny + 2ln E ( ) 
ES Sens et cm (5.9.17) 

6 € 2 p 

int 

2Te 

则 前 面 所 得 各 结果 可 表示 为 

S 25 458, 4S5 ， (5.9.18) 
S8 28 4S, (5.9.19) 
Si = S. (5.9.20) 


JX FÉ , HEED AA AA RITE 77 A 258 LR E AB CE BR) 砖 墙 方法 和 体积 截断 
方法 给 出 的 表达 式 含 发 散 项 Ine. S 和 S 之 差 Si” 来 源 于 两 种 方法 边界 条 件 的 
不 同 . DA ES ES CM AB AM CS. 3. 22) 式 给 出 的 热力 学 信 单 圈 贡 献 S 不同. 后 者 可 
写 为 
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S =S «AS. (5.9.21) 
式 中 
As= pg or OM | 
op or Burp aal 
1 "TE 
"aig ong o ee e 9yQuro Imys. TO 


(5.9.18) 式 可 以 写成 男 一 种 便于 解释 的 形式 . 由 (5.5.16), (5.5.17) 和 
(5. 5. 21) 式 可 得 


S^ =- tr pe(B)In pe (D) J. (5. 9. 23 ) 
另 一 方面 ， 


S +S = Si(2mp) =- tr[ pc (2mp)]n pr (2p) J. (5.9.24) 


此 式 就 是 Rindler 空间 中 距 视 界 (固有 距离 )e RIT. p A — s: T [8] JE Jo tec A 5] AS A. 
距 视界 几 处 测 得 的 辐射 温度 为 (2ru) |. 故 有 


S =- {tr[ pe (B)In pe (B) J 


- tr[ p. (27) In p. (27u) ] | . (5.9.25) 


容易 证 明 ,在 内 镜 边 界 (e 处 ) 存 在 时 ,只 要 等 式 右边 的 量 是 用 体积 截断 法 计算 的 , 
同样 的 表达 式 仍 然 成 立 . 对 于 砖 墙 法 和 体积 截断 法 ,(5. 9. 25 ) 式 右边 的 每 一 项 当 e 
一 0 时 都 发 散 , 但 其 差 有 限 . 若 形式 地 定义 黑洞 和 Rindler 度 规 背景 中 的 密度 和 矩阵 


p (B) = lim pe(B),p (2mu) = limp. (2mp) , (5.9.26) 
则 对 于 体积 截断 法 和 砖 墙 法 ,有 
S (B,a = 1,y) =- {tL p"(B)In p'(B) ] 


- trl p (2up)ln p (27) J}. (5.9.27) 
采用 (5. 9. 21) 式 ,我 们 最 后 得 到 
S =- |tr[p"(B)In p (B) ] - trip" mi)In p(2mp)]] + AS. (5.9.28) 


一 关系 式 表 明 287] ^i ELSE BE TE T rH BST 7I SEI P TELS 27 1638] : FG a 
Rindler H VA TF BRACE , FED E — A B B5 45 TE AS. 在 后 一 部 分 我 们 将 证 明 , 98 
二 项 AS 就 是 由 于 背景 时 空 的 量子 修正 引起 的 经 典 B-H A FY AE HE. 

这 里 应 提 到 ,为 得 到 进入 黑洞 的 焙 流 的 正确 表达 式 ,Thorne 和 Zurek 提出 从 统 
FAR PIRE ERA K. 后 者 在 视界 附近 和 S, fH I]. (5. 9. 28) 式 可 以 用 来 
证 明 这 个 假设 . 但 是 ,Thorne 和 Zurek 并 未 考虑 我 们 这 里 讨论 的 炉 的 量子 修正 . 


5.9 ” 离 壳 与 即 壳 计算 结果 的 比较 5795 


(5.9. 28 ) 式 不 仅 解释 了 $“ 中 的 无 限 大 体积 是 如 何 分 割 的 ,还 给 出 了 灼 量子 修 
正 依赖 于 物理 特性 的 精确 表达 式 . 


4. 精 和 反作用 效应 
Ay HEF PA IE DO 9 1 7] 2H 


S” aS" Qu +S. (5.9.29) 
式 中 
S" (r,) = mr, 
是 Bekenstein-Hawking Aij. 由 于 量子 效应 ,含量 子 修正 的 “真实 解 (y,r) 与 经 典 史 瓦 
Ai f Cyr) S I]. 特别 是 ,dilaton 场 在 y 的 视界 处 取 值 > ,与 其 经 典 值 7, 不同. 现在 
我 们 证 明 (5. 9. 29 ) 式 可 以 写成 ” 


S” = mr, +S. (5.9.30) 
证 明 的 第 一 步 是 得 到 决定 r, 的 方程 . 对 于 给 定 的 边界 条 件 (B,rz* ) , 欧 氏 有 效 
作用 量 的 极 值 点 确定 一 规则 量子 解 ,这 个 解 可 由 解 场 方程 
oW oW — 
òy or 


453-38 , fif P FE BS BT p I A AE, DORE RE T r, EC By.) AY PRR. 对 
于 常数 的 其 他 选择 ,此 解 有 类 顶 角 奇异 性 . 我 们 称 这 解 为 量子 奇异 瞬 子 , 它 遵 从 局 
域 场 方程 ,但 能 给 出 下 的 整体 极 值 点 . 量子 奇异 瞬 子 由 (B,r* ) 和 任意 参数 , 确定 . 
我 们 将 此 解 记 为 [y(r; ) ,r(r; )] .在 量子 奇异 瞬 子 上 ,计算 得 到 有 效 作 用 量 为 
W(B,rs,r.) = WLB,ra,y(r:),r(r:)] 
= I[B,rs,y(r.) ECOSSE WP B,rs,y(r.),r(r.)]. (5.9.31) 
W 的 整体 极 值 条 件 : 


OW(B,re ,r.) E 

Or. B 

给 出 规则 量子 瞬 子 的 视界 半径 r, =r, (Bre). 在 这 些 计算 中 ,我 们 只 保留 到 的 

一 阶 项 .因此 ,可 以 把 (5.9.31) 式 中 右边 的 第 二 项 换 成 由 经 典 奇 异 瞬 子 得 到 
Bw. 


0, (5. 9. 32) 


Wi [Bre Cr) rr) > WE Boro Gr.) ,rGCr.) ]. 
也 可 以 把 (5.9. 31) 中 经 典 作 用 量 7 中 的 [ y(r,),r(r,)] 蔡 换 成 经 典 奇异 瞬 子 解 
[yCr.) r(r.) ], HEISE dilaton 场 在 视界 处 的 值 7 ,不 变 .为 了 证 明 这 一 点 ,考虑 
经 典 作 用 量 (5. 3. 1) 的 一 般 变 分 ,固定 r* 和 BB, 得 到 
I[B,ra,Yy,r] = I B,rs,Yy,r] 


él 
< | 0yw 


[JI 
or 


" 
or) trun l,- Òr, 


(Yar = Ya) + 


Yab 
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-27(1 - a)r, 8r. + 0(h ). (5.9.33) 
假设 dilaton 场 在 顶 角 处 的 值 为 >, , AAD Cy rn) YE r, Ib EY PAS ia 2m 
(1-0). (5.9. 33) RRHH 4 y FIL y AY r, TECH IRL, EL Cy 7) 2925 O7; FE 61/9, =0 
All 87/8r 20 的 解 , 则 由 (y,r) 得 到 的 经 典 作用 量 的 值 与 经 典 值 [[B,rs,y,r] 只 差 一 
量 级 为 o( 尼 ) 的 项 . 这 就 是 为 什么 我 们 可 以 把 (5.9.31) 式 中 的 J[LB,rm,y(m )，r 
(7r, )] 换 成 由 经 典 奇 异 瞬 子 所 得 的 值 KB,rs,r, ). 后 者 容易 计算 ,其 表达 式 为 

CB festa) = BE Crane) oma (5.9.34) 
E(rs,r.) 9 rs[1 - (1 =r, 7r9) ^ ]. 


式 中 五 为 准 局 域 能 量 . 
定义 量子 视界 “位置 "六 的 (5. 9. 32) 可 写 为 
eer api (5.9.35) 
式 中 


1 


a = a(B,rs,r.) = B[4mr. I -r,/rs] , 
o 为 与 r, = 六 对 应 的 经 典 离 壳 参 数 a WE. 对 于 经 典 规则 瞬 子 ,a = 1. 这 表明 精确 
5| h^ ,我 们 可 以 得 到 


2 aa) Ries (5.9.36) 
式 中 Ar, =r, -7, ,是 量子 修正 引起 的 黑洞 视界 “位 置 7 的 改变 .由 a 的 显 式 易 得 
| oa | mo ðr, $ 
a [e]. : (5.9.37) 
dr, OW 
因此 有 ar ar, =p SO) ， (5.9.38) 
H. H5. 9. 22) 式 得 到 
AS = 27r, Ar,. (5.9.39) 


于 是 ,精确 到 o(h ) , 量 AS 可 以 写成 
AS = my 9s Cr). 
另 一 方面 ,考虑 到 (5. 9. 21) 27377458 (5. 9. 29) 可 以 写 为 
S" 2$"(r) +AS +ST. 
这 些 式 子 便 证 明了 (5. 9. 31) 式 . 


5.10 小 结 


现在 讨论 把 即 壳 结 果 和 各 种 离 壳 结果 进行 比较 所 得 到 的 结果 . 首先 ,直接 计算 
证 明了 ,由 自由 能 对 温度 变 分 得 到 的 黑洞 热力 学 糯 S" “和 由 S = -tr(p np )(p. 
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为 黑洞 内 部 自由 度 的 密度 矩阵 ) if a A SS TB. SE 
体 部 分 S” = A/4 和 有 限 单 圈 修正 S. 而 S” 可 以 由 即 壳 有 效 作 用 量 得 到 . 统计 力 
F 5” 定义 为 一 单 圈 量 ,日 其 计算 要 用 离 过 方法. $ n] AS RS] FARR S. 于 
是 包含 发 散 项 Ine, 其 中 @ 是 使 体积 分 有 限 而 引入 的 固有 距离 截断 . S$” 中 主要 对 
数 项 也 出 现 于 砖 墙 模 型 中 ,但 一 般 地 ,由 于 Casimir 效应 ,S” 中 有 另 一 发 散 
项 nllnel. 

S$” 和 5S 不 同 的 物理 原因 与 作为 热力 学 系统 的 黑洞 的 特殊 性 质 有 关 . 黑洞 的 
内 部 自由 度 由 在 黑洞 几何 内 传播 的 激发 来 确定 ,而 这 一 几何 又 由 质量 参数 惟一 确 
XE. 在 热平衡 态 中 ,质量 是 外 部 温度 的 函数 . 因此 ,要 得 到 S'” 须 改变 温度 . 这 导致 
描述 这 些 内 部 激发 的 哈密 顿 的 改变 . 另 一 方面 ,在 计算 S$” 时 ,黑洞 质量 和 哈密 顿 
是 固定 的 . 

我 们 已 经 证 明 ,黑洞 的 热力 学 彤 可 以 表示 为 下 面 的 形式 : 

S” omes uu senses. (5.10. 1) 
sp S" (r,) =ar, d& B-H Glo ig r. 是 “量子 "黑洞 视界 的 “半径 ”. 第 二 项 是 黑 
洞 和 Rindler 2x |B] AY 2 1T 72254862725. 二 者 的 表达 式 分 别 为 
S" =- [p (B)Inp (B)] 
和 Su, = -tr[p (2up)ln p (29) J. 
删 减 法 则 自动 去 掉 S” 中 的 发 散 项 . 

我 们 曾 在 2 维 情况 下 用 直接 计算 证 明了 (9. 10.1) 式 ,但 这 似乎 是 普遍 性 质 ， 
它 (或 其 推广 ) 对 4 维 情况 肯定 成 立 . 这 是 因为 即 壳 重 整 化 量 S$ “总 是 有 限 的 , 故 
(5.10. 1) 式 中 的 差 项 总 会 导致 $ 中 体积 发 散 的 消除 . 在 4 维 情况 下 导出 类 似 于 
(5. 10. 1) 式 的 关系 的 一 种 可 行 方法 是 利用 光学 度 规 ,使 得 所 需 的 差 项 可 由 高 温 展 
开 得 到 . 因此 , 差 项 中 奇异 项 e 的 不 同 阶 的 系数 必须 与 Schwinger-De Witt 系数 相 
联系 . 

顶 角 奇异 性 方法 的 一 个 显著 特点 是 ( 至少 在 2 维 情况 下 ) 可 以 立即 给 出 有 限 
的 结 


SM CS 


EOS MEE oM (5.10.2) 

S ART Si. 含有 体积 发 散 的 数学 原因 与 用 来 计算 相应 的 有 效 作用 量 的 流 形 拓扑 

不 同 有 关 . 对 于 S， ,标准 流 形 有 柱 面 (或 环 ) 的 拓扑 ;而 对 于 SY ,拓扑 为 D ,与 G-H 

瞬 子 的 拓扑 相同 . 当 从 标准 单位 盘 六 上 切 下 一 半径 为 e 的 小 盘 而 变 成 环 时 ,其 数 
“EPR FL fi REY Wh de GEA Sus = -tr(p Inp ). 

再 次 强调 ,在 我 们 所 采用 的 方法 中 ,一 开始 就 已 经 完成 了 重 整 , 故 只 有 可 观测 

的 有 限 耦 合 常数 出 现 于 结果 中 . 我 们 论证 了 某 些 离 壳 方法 需要 附加 一 截断 参数 e. 

它 与 紫外 截断 8 完全 无 关 , 见 (5.3.9) 式 和 (5.6.1) 式 .而 且 参 数 e 只 出 现在 中 间 


”78， 第 5 章 黑洞 热力 学 的 量子 理论 


运算 过 程 中 ,不 含 于 最 后 的 可 观测 结果 中 . 我 们 证 明了 物理 可 观测 量 的 量子 修正 总 
可 由 即 充 量 得 到 . 于 是 ,对 于 质量 远大 于 普 朗 克 质 量 的 黑洞 而 言 ,可 观测 量 的 量子 
修正 很 小 ,与 普 朗 克 尺度 的 物理 无 关 . 这 就 区 分 了 即 壳 量 和 离 壳 量 ,如 5S. 

还 有 一 个 更 一 般 的 问题 要 说 明 . 既然 表征 热平衡 黑洞 或 表征 黑洞 从 一 平衡 态 
到 另 一 平衡 态 的 跃迁 的 可 观测 量 可 以 只 由 即 壳 量 得 到 ,那么 为 什么 在 黑洞 热力 学 
中 还 要 用 离 壳 方法 呢 ? 我 们 已 经 看 到 ,原因 之 一 是 建立 统计 力学 烂 和 热力 学 炉 之 
间 关 系 的 需要 ,在 这 个 意义 上 , 离 壳 方法 可 以 看 作 计算 和 解释 即 壳 量 的 有 用 工具 . 
但 我 们 相信 ,除了 这 个 简单 的 理由 以 外 ,一 定 还 有 更 深层 次 的 原因 . 离 壳 方法 对 描 
述 含 黑 洞 系统 的 非 平衡 过 程 也 会 是 有 用 的 . 在 这 种 情况 下 ,热力 学 系统 的 量子 涨 落 
和 热 涨 落 可 由 随机 噪声 来 描述 ,这 相当 于 系统 离 完 情况 . 因此 ,可 以 想到 ,由 视界 附 
近 能 量 激增 而 激发 的 黑洞 向 平衡 态 过 渡 的 过 程 ,会 用 到 茶 些 上 述 的 离 充 特性 . 

下 面 三 节 相 当 于 前 面 推导 过 程 的 附录 . 为 了 使 前 几 节 的 内 容 更 集中 ,把 它们 抽 
出 来 放 在 后 面 . 


5.11 二 维 有 效 作 用 量 的 共 形 变换 


为 了 完整 ,本 节 推 导 下 面 有 效 作 用 量 的 共 形 变换 ; 
1 1 (^ ds så 
Wi[y] = zn det[ - A] = a E (5.11.1) 
它 定义 在 2 维 欧 氏 流 形 M. 上 ,其 边界 为 9M。,M。 在 点 x, 处 有 顶 角 奇异 性 ,亏损 角 


为 2r(1 70). EAT IE d 维 空间 共 形 不 变 算 符 D=A-(d-2)[4(d-1)] ^R BY 
有 效 作用 量 W. 它 的 发 散 部 分 W 可 由 渐 近 热 核 展开 得 到 


SD 1 n (d) n 
trle = Se WIE n Se 5.11.2 
is ) (4ms)' Ew. ^ ( ) 
在 2 维 情况 下 ,对 维 数 规则 
1 a 
div 1 
W = gy (5.11.3) 
式 中 对 于 任意 w 有 
(4) | 1 dese] mÍ 1 | 1 
p = R+— —- + 一 | k. 5.11.4 
ü - 6 4(d - oe 3 | a alf, 3 Jom, ( ) 


这 里 , 奇 点 x, 被 维 数 为 d -2 WATS FCR HK R 的 积分 沿 着 M 的 规则 部 
分 ,k 是 类 空 边界 9M。 的 第 二 基本 形式 ,定义 为 ke "nu. 
重 整 化 作用 量 由 非 重 整 化 ( 裸 ) 作 用 量 W 和 它 的 发 散 部 分 W 之 差 确定 : 


Wi = W -W.. (5.11.5) 
EM, 上 度 规 共 形 变换 (7 =e “yw ) 下 , 重 整 化 作用 量变 为 


5. 12 二 维 标量 场 的 有 效 作 用 量 和 自由 能 + 79° 


Wo Ws Sa Ce. adi) 


"4m 422-d 
我 们 只 考虑 不 “ 挤 压 " 顶 角 奇 异性 的 那些 变换 . 于 是 利用 关系 式 : 
Ree |R+(d-1)[2Ac + (2 -d)o.o"]}, (5. 11.7) 
k=e [k-(d-1)o.n]. (5. 11. 8) 


由 (5. 11. 6) 式 得 到 


WD = WO) = zi. [dal Re (C 0] 


pIi 

12.a 
这 就 是 期 望 的 有 效 作 用 量 的 共 形 变换 ;如 果 流 形 在 几 个 点 x, 处 有 顶 角 奇异 性 , 角 
亏损 为 27(1 --Q,), 则 (5.11.9) 式 中 最 后 一 项 应 换 成 对 所 有 x, 求 和 . 车流 形 无 顶 
角 奇 异性 ,此 项 为 零 (@=1),(5.11.9) 式 可 以 写成 男 一 等 价 形式 . 


+ | dxQho nol -a|s(x), (5.11.9) 


1/2 


T 1 2 mv ea 
WD - Wy) = gg], do (Y^ R + ^R) 
1 eb a 1/7. 
+ ggu dno C K h^ k) 
1 4/2 ,~ 1/2 1/ 1 | 
MU Fh ok) + H ~- a|o(x,). (5.11. 10) 
式 中 
六 hok Ps 2 c, 
共 形 因子 o 应 理解 为 方程 
2y ^ Og E Rn _ y oR 


的 解 
5.12. 二 维 标 量 场 的 有 效 作用 量 和 自由 能 


考虑 2 维 流 形 上 的 共 形 无 质量 标量 场 中 . 设 度 规 不 含 欧 氏 时 间 ,可 写 为 
ds = exp[ 20 (x) ] [idi +dx |,0<7< B,xo x x Sxin. (5.12.1) 
共 形 标量 场 满足 
Ad = exp[ - 20 (x) l Sr 2. =0. (5. 12. 2) 
为 了 简单 ,我 们 考虑 具有 狄 里 赫 利 边界 条 件 (xo) = 60) =0 的 问题 . 
利用 有 效 作用 量 的 共 形 变换 ( 见 5.11 35) ,可 以 把 流 形 (5.12.1) 式 上 的 有 效 
作用 量 计算 简化 为 柱 面 0 上 的 计算 . Q 在 欧 氏 时 间 上 有 周期 B, KA Lo x - x. FE 
面 的 单 圈 有 效 作 用 量 W (BLL) 可 写成 
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W'(B,L) = ED det c qe AS 


1 。， 1 2 
-7% (0) + 3 6(0) Inp 


-Hig wo] 
式 中 由 为 一 任意 参数 , 量 纲 为 长 度 ,广义 函数 Lz) = 马 [ 上 和 ] 表示 对 算 符 A 的 所 
有 本 征 值 入 求 和 . 虽然 有 效 作 用 量 中 有 伸缩 不 确定 性 ,但 所 有 物理 量 都 是 有 确 
定 定义 的 . 对 于 狄 里 赫 利 边界 条 件 , 把 柱 面 拉 普 拉 斯 算 符 的 本 征 值 
Nan = (2m/B) n + (T/L) m 


代入 ,得 到 
0 x 1 | 0 : i 2 dar 2 T | i 
Wi (B,L) --42y X B n "pst | | 
1a Z ee rg: | ym || 
应 用 式 
ni se) = nl (5. 12.4) 
nell n? TA 
并 把 其 余 的 无 限 和 与 积 用 黎 曼 5 函数 的 项 表示 ,最 后 得 到 
0 - gz "B 
Wi(B,L) = B7 FAT. (5. 12.5) 
式 中 
BF = yin 1 - exp| - Bon P (5. 12. 6) 


现在 证 明 FE RAR LP i OBE RS A B m fie. 在 统计 力学 中 ,系统 的 
自由 能 定义 为 


expl - BF | = tr exp[ - BiH:]. (5. 12. 7) 
若 选取 哈密 顿 太 = | — 0: 7 GE PR BOW E PR, D AEA SOW A oe BL B 


BF= Yn(l -ee™). (5. 12. 8) 
式 中 为 温度 倒数 ,w, 为 量子 系统 的 能 级 . 这 样 ,只 要 知道 系统 的 能 谱 , 便 可 以 计 
算 自由 能 . (5. 12. 2) 式 容 易 解 出 ,并 得 到 系统 的 能 级 : 


T 
Q, = —n, L =x, — Xo. 


L 
注意 =0 的 模式 应 从 (5. 12. 8) 式 的 求 和 中 去 掉 , 因 为 其 幅 由 狄 里 赫 利 边界 条 件 


5. 12 二 维 标量 场 的 有 效 作 用 量 和 自由 能 e 8l* 


确定 ,因而 不 是 可 重 整 化 的 ,不 是 一 个 动力 学 自由 度 (对 于 Newmann 边界 条 件 , 零 
模式 将 会 对 自由 能 有 贡献 ) . 
所 以 ,对 于 狄 里 赫 利 边界 条 件 , 自 由 能 ， 


| , 


F= " »EE - exp -Bn 


与 (5. 12.6) 式 相同 . 
现在 我 们 考虑 高 温 极 限 , 即 柱 长 L xe KC Y p. 在 这 一 极限 条 件 下 ,能 级 之 间 的 
距离 远 小 于 温度 :mA/L<1/B, 对 于 n 的 求 和 可 以 用 欧 拉 - 麦克 劳 林 公式 计算 : 


Lin) = faye) - favs) «Ef + X ef" (1). 
式 中 系数 c, 可 用 伯 努 利 数 


k Bia 
(k +1)! 


表示 ,并 假设 函数 所 xz) 连同 它 的 所 有 导数 在 无 限 远 处 减 小 . 把 函数 式 
f(x) = In[1 - exp( - sx) ] 


c = (-1) 


代入 ,考虑 到 关系 式 
Bs, 


2m-1 9 
m-1)z- 


mre) =|- Hmo -s« nem + X c 


| argz] < m, 


可 以 证 明 
din - exp ~ sn]) =- 5- yin Š eap + 0(s). (5. 12. 9) 
对 于 自由 能 ,可 得 
g. m"L 1 p T 
BF = 6B 2 nfo aE so | (5. 12. 10) 
有 效 作 用 量 为 
eom do B OP 
Wi = 6B LB +o 8). (5.12.11) 


可 以 证 明 ,表达 式 o( BAL) 不 是 解析 的 , 且 当 BSL IRE TAE. 

注意 ,就 构成 而 言 , 共 形 场 的 BF 是 共 形 不 变 的 ,因为 能 谱 是 共 形 不 变 的 . 这 一 
性 质 把 它 和 欧 氏 有 效 作 用 量 W KIF. 重 整 化 的 有 效 作 用 量 W (BL) 和 BF AX 
- p 的 线性 项 . 
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5.13 “” 砖 墙 边界 附近 的 Casimir 效应 和 场 涨 落 


本 节 我 们 详细 讨论 视界 附近 边界 处 的 场 涨 落 及 其 和 砖 墙 方法 中 出 现 的 Ca- 
simir 效应 之 间 的 关系 . 这 里 不 考虑 黑洞 背景 ,而 考虑 Rindler 空间 中 的 量子 场 ,在 x 
- 1 处 测 得 温度 的 倒数 为 2mra, 且 令 上 =1. 这 一 简化 是 可 行 的 ,因为 我 们 只 对 视界 
附近 [空间 类 似 一 个 锥 (5. 6.3) ] 发 生 的 效应 感 兴 

假设 砖 墙 位 于 点 x =e 处 ， 于 是 砖 墙 有 效 作用 量 就 是 C. 的 天 。. 部 分 上 的 作用 
t ,如 图 20. 


图 20 


这 样 , 由 (5.5.6)，(5.5.7) 和 (5.9.9) 式 ,对 圆锥 而 言 ,与 (5. 9. 10) 式 对 应 的 
式 子 为 


Wi (a,€) = Wi[K..] 
= WIC.]-W[C..] + Wi (270,40, €) ， 


Wi (2ma,a,e) = qi dee. (5.13.1) 
2 E € 


现在 我 们 的 任务 是 分 析 Casimir 项 w^ "(20a ,a,€) US x = e 附近 的 量子 涨 落 
相 联系 的 . 故 首先 分 析 Ca EPIO] BRI PEERS : 


ZIG] = e LCa] = [inple 


(5.13.2) 


= [pbjem| - 
我 们 可 以 把 所 有 的 变量 分 成 三 组 ; 
Z[C.] = [Do CDY] Do]. (5.13.3) 


式 中 中 和 中 分 别 为 区 域 x<e 和 xx>e 内 的 场 ,而 由 = 中 (x =e). 在 每 一 组 ,可 以 作 
变换 
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中 = Ph +X, (5.13. 4) 

Ax =0, x(x-2e€)-w, k-1,2, x(x-1) 20. (5.13.5) 
新 变量 中 满足 狄 里 赫 利 边界 条 件 . 由 此 并 考虑 到 场 x, 是 谐 和 的 ,可 以 把 经 典 作 
用 量 表示 为 


Ip +o] =I] +o] + Wl). (5. 13. 6) 
式 中 
Who] = 1x1 * 01. 
当 


N(x =€) = x%(x =e) = 站， 
现在 , 配 分 函数 表示 成 乘积 形式 : 


AZA[C.]- fipo; Je"* f Dye!" [[p9^.]e"*? 


= ZLC..] ZEK..] [Low]e I". (5.13. 7) 
(5.13.7) 式 中 第 一 个 因子 是 半径 为 e( 很 小 ) 的 锥 上 的 配 分 函数 ,第 二 个 因子 是 空 
IR] K,. 上 的 配 分 函数 ,由 砖 墙 模 型 作用 量 Wi" (o, pe 
ZU Kee] = e "I4 = Pes (5.13. 8) 
Xp 的 积分 描述 点 x = e 处 场 的 量子 涨 落 . aim 明 ， 正 是 这 一 积分 产生 了 有 
效 作 用 量 中 的 Casimir W. 实际 上 ,(5. 13.5) 式 具有 如 下 解 : 


| Ù | (1) nT o. nr || x | d 
E ST e cond M 5.13.9 
Xi (x, T) mm ps V, cos +, sin || 22 ( ) 


二 (1) 。 nt | 
x (x,T7) = zi V, co ! sin a 
3 Bod _ 2n/a 
x[ E sk Inx/e. (5.13. 10) 
(X l-e QTa« 
RP w^ ws EARED y RETRA: 
1 c | (1) nT (2) . nt | Wo 
= L— 208. af aS -| + — 5. 13. 11 
(0) Ama > Ya cos a Te oe QL | Qma 


EAN BIO SR S270 上 的 正 交 基 确 定 . 精确 到 o(e) 项 ,上 式 给 出 作用 量 ,形式 为 
Wi] =x] + 10x] 


LI [ (ut? »? a (tes i [zm L| Wo + o(€). (5. 13. 12) 


对 站 的 积分 具有 高 斯 形式 ,可 以 精确 求 值 . 积分 测度 ( 差 一 归 一 化 数字 系数 ) 可 
写 为 
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oo 
1/2 (1) 1/2 (1) 
noe 


[Dy] = € dy Me dy, He dy (5.13.13) 


式 中 乘 数 e “的 出 现 是 由 于 含有 因子 g“( 在 x*=e 处 ) 的 协 变 测度 . 这样, 对 场 汕 的 
积分 结果 是 


ftpwje - N eli E E Yo]. (5.13. 14) 


式 中 ON 为 数字 常数 . FAR zeta 函数 


名 = lim Ya = ti(0) =-> 


把 (5. 13. 14) 式 中 的 无 穷 和 规则 化 以 后 ,给 出 Casimir 项 


-fw a| In 
[Low1e I" " zo | £ | 


WICas( a,e) 


= Ne (5.13.15) 


H (5.3.7) 和 (5. 3. 15) 式 得 到 
er = 75) Co. JZK] 人 
-exp| - (W[C..] + W[K..] - W[o,e])]. (5.13.16) 
此 式 显然 给 出 了 砖 墙 模型 作用 量 W RE EEE WC. LIISA (5.9.1) 
式 ] ,我 们 在 前 面 曾经 用 共 形 变换 得 到 过 . 

本 章 的 后 一 部 分 讨论 荷 电 黑洞 的 量子 修正 . 

首先 从 4 维 爱 因 斯 坦 - 麦克 斯 韦 理 论 出 发 ,通过 球 对 称 退 化 ,得 到 荷 电 黑 洞 的 
2 维 模型 ,并 讨论 其 量子 修正 . 考虑 任意 温度 的 系统 ,用 离 壳 方法 重新 表述 了 经 典 
热力 学 . 考虑 视界 处 存在 顶 角 奇异 性 ,引力 作用 量 也 应 有 一 定义 在 视界 处 的 修正 
项 . 作用 量 泛 函 的 变 分 程序 得 到 自 洽 表述 . 我 们 发 现 对 于 规则 流 形 (了 = T4) 自由 能 
取 极 值 . 还 重新 审查 了 对 作用 量 的 单 圈 贡 献 ( Liouville-Polyakov 形式 ) ,从 而 建立 L- 
P 项 对 量子 场 状 态 的 依赖 关系 ,得 到 有 项 角 亏 损 的 2 维 时 空 对 L-P 项 的 修正 . 还 要 
讨论 Hawking 辐射 ( 详 见 下 一 章 ) 对 时 空 几何 的 反作用 ,并 用 微 扰 方法 计算 量子 修 
正 的 黑洞 度 规 . 在 离 壳 框架 下 , 7 Be ee A. 揭示 它们 都 包含 两 部 分 : 
一 部 分 来 自 黑洞 周围 的 热气 体 , 一 部 分 来 自 黑 洞 本 身 . 而 且 热 气体 的 贡献 可 以 通过 
适当 选择 参考 几何 (一 般 是 非 平 直 的 ) 来 消除 . 对 量子 修正 的 黑洞 75 BG 00 57- 
面积 关系 对 经 典 定理 的 偏离 ,还 将 讨论 其 可 能 产生 的 物理 效应 . 

在 黑洞 物理 中 ,量子 效应 有 双重 作用 . 半 经 典 地 看 ,可 认为 黑洞 被 Hawking 58 
射 所 包围 ,此 辐射 在 远 处 变 成 热 态 的 [ 热 澡 (heat bath) ]. 由 于 辐射 具有 能 - 动 张 
量 ,其 反作用 导致 黑洞 几何 的 改变 . 男 一 方面 ,量子 修正 将 改变 有 效 作用 量 ,这 又 将 
导致 计算 黑洞 能 量 和 焙 的 公式 的 改变 . 几何 的 量子 修正 会 影响 黑洞 参量 ,如 视界 半 
径 ; 因 而 会 带 来 数量 级 为 nM 的 修正 ,这 是 不 能 忽略 的 . 因此 , 当 考 虑 黑洞 量子 热 
力学 时 ,必须 包括 反作用 效应 . 

2 维 物 理 研 究 得 不 少 , 上 述 问题 也 可 以 精确 求解 . 2 维 非 定 域 的 L-P 作用 量 把 
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Hawking 辐射 及 其 对 几何 的 反作用 都 可 以 包括 进来 . 因此 ,在 经 典 引 力作 用 量 中 加 
A L-P 项 将 给 出 黑洞 的 完全 半 经 典 描 述 .有 一 点 应 该 强调 , 即 L-P 作用 量 有 某 些 不 
确定 性 ,除非 具体 说 明 量子 场 的 状态 . 在 黑洞 和 热 辐射 平衡 的 情况 下 , 则 要 说 明 远 
处 的 热 澡 . 结果 有 效 作 用 量 依赖 于 量子 场 的 热 态 . 原则 上 ,这 个 态 可 以 由 一 温 
〈 非 霍金 温度 ) 所 表征 . 一 个 由 来 已 久 的 明显 事实 是 ,这 样 的 态 可 以 有 效 地 用 奇 
瞬 子 上 的 量子 场 来 描述 . 这 可 能 解决 了 为 什么 欧 氏 奇异 性 方法 ( 见 前 节 ) 给 出 了 黑 
洞 热力 学 的 合理 表述 . 

我 们 下 面 将 从 含 边界 项 的 4 维 爱 因 斯 坦 -麦克 斯 韦 理 论 开 始 . 接着 考虑 球 对 称 
度 规 , 令 此 模型 退化 为 一 个 有 效 的 2 维 模型 (dilaton 类 ). 其 经 典 解 描述 著名 的 R-N 
傈 电 黑 洞 . 


+0} 


jl 


5.14 四维 爱 因 斯 坦 -麦克 斯 韦 
理论 的 球 对 称 退 化 


戎 虑 与 麦克 斯 书场 耦合 的 4 维 爱 因 斯 坦 引力 . 其 作用 量 为 ( 取 欧 氏 号 差 ) 


_ 1 (4) [744 1 $ pua 
Wa =- lnG i BetI6nG i" Eds 
eL cats 5.14.1 
7 BCom hd x. (5. 14. 1) 


RP R” 是 4 维 标 曲率 . 我 们 加 入 了 边界 项 . KU dex Fam’ 的 外 曲率 的 迹 . Xy n^ 
是 垂直 于 9M 的 外 单位 矢 ,我 们 有 
K? = an’. (5.14.2) 
当 边界 9M 趋 于 无 穷 远 时 ,作用 量 (5. 14. 1) 发散. 单 圈 有 效 作 用 量 也 同样 . 因此 需 
要 某 种 删除 法 则 . 一 般 地 ,可 以 把 这 个 发 散 量 和 定义 在 特定 背景 时 空中 的 同一 个 量 
进行 比较 ; 若 gy 为 背景 度 规 ,我 们 定义 删 减 后 的 表达 式 为 
Wa = Whew] - Vg]. (5.14.3) 
式 中 W 452535 (5. 14. 1) 和 单 圈 引力 作用 量 . 在 量子 的 情况 下 ,必须 考虑 减 掉 
渐 近 非 平 直 参 考 度 规 . 因此 我 们 讨论 任意 的 参考 系 (背景 ). 
第 一 个 目标 是 在 球 对 称 时 空 的 情况 下 约 化 作用 量 (5. 14. 1) . 球 对 称 度 规 为 
ds = yap (z) dz“ dz? + r (z) (de + sin dg ). (5. 14. 4) 
RP oa,B,… =0,15 yan (2) SEA 2 维 空间 M 上 的 度 规 ;z = (m, x) Mr (2) EM 
上 的 标量 场 . 对 于 度 规 (5. 14. 4) ,曲率 标量 为 
=R” + E r)? 和 or + > (5.14. 5) 


式 中 所 有 的 几何 量 都 是 由 2 维度 规定 义 的 . 


(4) 


R 
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对 于 球 对 称 情况 ,M 的 边界 9M 是 一 直 积 9M = 3M xS ,其 中 3M 是 2 维 空 
间 M 的 边界 ,S 是 2 维 球 .法 矢 n" 只 在 与 M^ 相 切 的 方向 上 才 有 非 零 分 量 ,m = 
(n ,0,0). 因 此 ,对 边界 的 外 曲率 之 迹 (5. 14. 2) ,我 们 有 


(4) Our 


= 大 +27 
: 


K 


duds (5. 14.6) 


k= n= pa An^) = ðn Er 


V 
式 中 y =detyag. 如 果 度 规 又 是 静态 的 , 则 可 写成 史 瓦 希 形 式 : 
ds = g(x)dt +g (x)dx +r (x)(dO +sin Odo ). (5. 14.7) 
于 是 mw =(0,g”), 且 有 


Ke eG fg, fnis Camas 


和 我 们 的 球 对 称 假设 一 致 ,麦克 斯 书场 与 MM 相 切 , 即 规范 曲率 的 惟一 非 零 分 
量 为 F,, 40. 
由 于 方程 (5. 14. 1) 中 对 0, o 积分 导致 


| edgde = 4mr N, 


我 们 最 终 得 到 
1 2 2 |: 22 
Wa =- ggl R + f r) +2] Wdz 
EA A os (5.14.8) 
4GJw2 oS 2GJou2 ` a oy 
2 维 情况 下 ,Fs 只 有 一 个 分 量 
Fa = EF. (5. 14.9) 
式 中 e IAE - 西 维 塔 张 量 . 故 从 麦克 斯 韦 方 程 得 到 
= (rF") =0, F= 5 Q = const.. (5.14. 10) 
r 


IUP Q 为 电荷 . 
JE (5. 14. 9) fII(5. 14. 10) 式 代入 作用 量 (5. 14. 8) ,我 们 发 现 整个 理论 退化 为 
2 4E dilaton 5| JJ : 


Wa 一 


l : 2 [ad 
"ach R + f r) *2U(r)] yd z 


1 2 
E. k. (5.14. 11) 


sty (z) x& dilaton IWAN VE FH , dilaton 势 为 


5.15 Tree-Level 黑洞 热力 学 。 87° 


2 


py ruis (5. 14. 12) 


到 欧 氏 度 规 的 Wick 转动 伴随 着 相应 的 电荷 复 化 0 一 10 ,只 要 假设 最 后 又 回 到 实 的 
Q 即 可 . 记 住 这 些 ,我 们 就 可 以 使 用 表达 式 (5. 14. 11) 和 (5. 14.12), 其 中 0 已 经 是 

实数 . 把 作用 量 (5. 14. 11) 对 dilaton r 变 分 ,得 到 dilaton 运动 方程 
rR -20r + U', 2 0, (5.14.13) 


对 度 规 ys 取 变 分 则 给 出 

Ga =- ar + Yal Or’ E. r) -U] - 0. (5.14.14) 
(5.14. 14) 式 表明 矢量 六 = e 0,r 是 一 Killing KÆ. 在 ( r) #0 WKE, Killing 时 
li] CE 8, =0,) IL r n] EOS M^ 的 坐标 .方程 G7 - G; 20 意味 着 其 度 规 为 


dé setae a cb qe (5.14.15) 
g(r) 
Jr f& (5. 14. 14) 的 迹 为 
oj = 2U(r). (5. 14. 16) 
一 关系 式 给 出 
g(r) -ga(r) = Lf uhar 
zü me c PISIS (5.14.17) 


式 中 M 是 积分 常数 , 恰 为 ADM ( Arnowitt-deser-misner ) E Œ, r, = MG + 
MG -0 是 外 内 视界 半径 . 


5.15  Tree-Level 黑洞 热力 学 


欧 氏 作用 量 (5. 14. 11) 是 表述 经 典 黑洞 热力 学 的 出 发 点 . TIE UI AS TUS s 
性 质 的 标准 程序 是 通过 Wick 转动 变 到 欧 氏 空间 ,闭合 r 使 具有 周期 2rB=7 ,7 
是 系统 温度 . 假设 系统 处 在 长 工 的 盒子 里 . 原则 上 场 位 形 不 需 满足 任何 场 方程 . 只 
有 在 要 求 适当 边界 条 件 下 的 自由 能 泛 函 取 极 值 时 , 场 才 满足 场 方程 . 

类 似 地 ,黑洞 热力 学 可 以 用 离 壳 的 方式 表述 . 考虑 一 般 形式 的 欧 氏 静态 度 规 


-2A(x) 


"m it 
X BOxcx2mB;x.mxmL. 下 面 我 们 假设 外 边界 位 于 x =L, M x =x, 是 视界 位 置 . 


系统 的 温度 在 边界 处 是 固定 的 ,可 写成 与 坐标 无 关 的 形式 :7 OS = | dt 


ds = g(x )dr E (5. 15. 1) 


Boo loan. 系统 也 由 dilaton 场 在 边界 处 的 取 值 re = rl, RAGE. 由 于 系统 包含 非 极 
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端 黑洞 , 故 在 某 些 点 x =x, (视界 ) 函数 g(x) 有 单纯 零点 :g(x,) =0. 在 这 种 情况 
下 ,(5.15.1) 描 述 的 空间 的 欧 拉 示 性 数 固定 为 x =1, 因 此 ,系统 由 以 下 量 表征 :Q) 
固定 外 边界 处 的 了 和 ys ;名 固定 黑洞 拓扑 . 这 一 统计 系 综 包 括 所 有 满足 这 些 条 件 
vo s nc. `g!) con, 是 度 规 的 泛 函 而 不 被 上 
条 件 确 定 . 一 般 情 况 下 ,这 样 的 度 规 描 述 在 视界 x =x, 处 具有 顶 角 奇异 性 的 欧 氏 
Hes 其 角 亏 损 为 8= (1 -Qa)27, 式 中 =B/Bs. 这 意味 着 曲率 标量 中 有 来 自 顶 角 
的 类 8 项 . 


RO = 2 1-9 (s ee a ee ee (5.15.2) 
j Q Bu 


式 中 六 ”是 曲率 标量 的 规则 部 分 . 当 a = 1 时 , 顶 角 奇异 性 消失 . 注意 , 仅 o = (B, 
有 不 变 的 意义 ,而 B, 和 B 是 和 坐标 有 关 的 . 

我 们 这 里 所 用 的 方法 与 已 有 的 工作 不 同 ,由 条 件 (1) 和 (2) 确 定 的 统计 系统 既 
包括 规则 度 规 又 包含 有 顶 角 奇异 性 的 度 规 . 对 于 一 般 的 度 规 (具有 任意 的 o) ,由 方 
程 (5. 15.2) m 14. 11) 改写 为 


Wa =- id. [rR+ A D «2UG)] 442 
1 mr. 
= eae Sag Tenk (5.15.3) 


代入 静态 度 规 (5. 15. 1) ,得 到 作用 量 (5. 15. 3) 的 表达 式 
Wa = seinri [Cr )'e'g' 十 2ge (r'o) 


2 


ae 
+ e x = G . 
FÆ, We SCA BE F.H STIBEI E: 


F = (2nB) Wa, S = (Bos -1)W,, E= Wa. (5.15.5) 


(5.15.4) 


3xUP2sB-T ,B= lgs. 将 这 些 式 子 应 用 到 (5. 15.4) ,我 们 得 到 能 量 的 表达 式 
ÈE == 4Gg al. [(r ")'e'g' + 2ge` (ro). + 2Ue “Idx, (5. 15.6) 


S H — a . 5. 15 7 
B G ( $ ) 


正 是 标准 的 Bekenstein-Hawking 形式 .在 计算 过 程 中 没有 假定 a =1, 因 此 这 些 计算 
是 离 壳 的 . 现在 ,我们 固定 温度 了 = (208) | PSR A AAR F =E -TS 的 极 值 ,或 
等 效 地 ,考虑 作用 量 到 ,的 极 值 . 显然 ,这 样 的 平衡 态 位 形 自动 满足 热力 学 第 二 
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定律 
oF = ToS. (5. 15. 8) 
KEMER, A x= LALKI TA r, 以 及 视界 处 的 条 件 g(x.) =0 是 固定 的 . PR 
数 (x) ,ge'(x) ,r(x) 以 及 视界 处 7+, =r(x,) g'(x; ) (EX Ba) 的 值 都 是 可 变 的 . 作用 
Ht WW 的 全 变 分 为 


OW. = ò Wa t Sa Wa + 9, Wa. 


其 中 ， 
ò, Wu sa Cy 二 ns 
x EX -2r(e'g!)! - A(ge'r')' - 2U',e ^ ] dx. (5.15.9) 
ò W. = Cr aa testo a (5.15.10) 


ò Wa =- Ge p BA[e (r )'g' +2e g(r';)' -2Ue " ]dx. (5.15.11) 


XI PRB (rg) BAR A (RE Kh x, Ex SL) ,得 到 运动 方程 
2r(e'g!)' - A(ge r)' £2U'e" = 0, 
cog ry wer 
e'(r)'g' +2e g(r’,) -2Ue" = 0. (5.15.12) 
当然 ,它们 和 (5. 14.13) ~ (5.14.14) 式 一 致 . 在 边界 (*, ,L) 处 ,方程 (5. 15.9) ~ 
(5.15.11) 中 的 变 分 5g'(x,) 和 5g'(L) 已 抵消 ;这 是 因为 方程 (5. 15.3) 中 存在 外 
边界 和 奇异 点 ( 顶 角 ) 的 “表面 ”项 . 
在 某 种 意义 上 , 顶 角 可 以 看 做 9M 外 空间 M 的 某 种 边界 . 正 是 引力 作用 量 
(5.15.3) 中 有 定义 在 3 处 的 附加 项 , 才 使 得 有 顶 角 的 空间 上 的 变 分 有 很 好 的 定 
义 .与 顶 角 相关 的 项 补偿 了 度 规 导数 在 3 处 的 变 分 ,正如 标准 G-H 项 在 外 边界 3M 
x Mm FÉ. 作用 量 的 变 分 也 包含 与 57 ,成 正比 的 一 项 . 条 件 5,W 20 给 出 a = 
这 正 是 所 需要 的 结果 . 它 意味 着 在 规则 流 形 ( 无 项 角 奇 异性 的 G-H Bt) 上 达到 
a 
方程 (5. 15. 12) 表 明 可 取 +r=x. 度 规 函 数 g(7) 取 (5.14.17) 的 形式 . 


g(r) = L[ todo. (5.15.13) 


特别 是 ,我 们 有 
g(L) = Tf Uar, g' (L) = L UL) -Lg(L). (5.15.14) 
另 一 方面 ,在 视界 处 ， 
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"5 =g (r) = C (5.15.15) 
BEEZ PR E(S.15. 6) 式 可 写 为 
E pec t Eu, 
Er = TOON (5.15.16) 


由 于 Gs。=0,E 只 有 表面 项 . 等 价 地 ,我 们 得 到 能 量 (5. 15. 16) 式 的 坐标 无 关 的 表 
达 式 : 
1 1 


E =- Inb G amt Oar. (5.15.17) 


“aM 趋 于 无 限 远 时 , 量 (5. 15. 17) 发 散 , 由 前 面 讲 到 的 删除 法 则 得 到 
E=E(g) - E(go) 


3A] 1 2 1 " 
=F Sap snm Our 一 ar ðar | 


1/2 


= lrg” SS (5. 15. 18) 


这 里 对 于 背景 度 规 , 取 ry =r. 应 注意 ,对 背景 的 自然 要 求 是 当 L 一 %w 时 背景 温度 了 
= 2«B.) ”与 无 限 远 处 的 黑洞 温度 相合 . 即 go = limg(Z). 对 于 渐 近 平 直 度 规 ， 


sb 296,1], 
我 们 有 go =1. 所 以 
E = Li - jg(L)]. (5. 15. 19) 
当 Lo 时， 
E - M. (5.15.20) 


为 了 表述 和 荷 电 度 规 的 变 分 过 程 , 固 定 于 边界 处 的 量 还 应 包括 表征 麦克 斯 圳 部 分 的 
电量 RA A. X A, 的 变 分 将 给 出 麦克 斯 事 方 程 组 . 但 这 里 我 们 不 这 样 做 . 我 们 
先 精确 解 出 麦克 斯 韦 部 分 ,从 而 所 有 信息 都 包含 在 dilaton S U(7) 中 ,就 只 要 对 引 
力 部 分 变 分 了 . 这 两 种 方法 显然 导致 相同 的 结果 . 

以 上 方法 对 任意 势 U Cr) 都 适用 ,只 要 其 形式 固定 . 对 于 改变 其 形式 的 变 分 ,从 
(5. 15. 19) 式 得 到 


1 L 
BE = 8M - 5c] 8U CO dr. (5.15.21) 


由 (5. 14. 12 ) 式 定义 的 势 U(r) ,我 们 得 到 荷 电 黑 洞 的 第 二 定律 : 


5.16 L-P 作用 量 


um 
lm 


子 场 热 态 的 选择 。91。 


8M = TSS + 289. (5.15.22) 
Gr, 
但 是 特殊 形式 的 势 U(r) 对 于 上 述 方法 是 不 重要 的 . 可 以 证 明 , 量 子 修正 会 改变 势 
的 形式 ,并 导致 黑洞 度 规 (5. 15. 13) 的 改变 . 
极端 黑洞 值得 注意 . 这 时 有 


U(r.) =0, g'(r.) = 0. (5. 15. 23) 
极端 黑洞 瞬 子 的 几何 与 非 极端 情况 大 不 一 样 ,在 度 规 
ds = g(r)dr +g (r)dr (5. 15. 24) 


中 ,7 可 以 具有 任意 周期 2wB 而 不 会 形成 任何 奇异 性 . 现在 视界 与 瞬 子 流 形 上 的 其 
他 任何 点 的 固有 距离 都 是 无 限 大 . 视界 附近 ,极端 瞬 子 像 一 个 常 曲率 空间 ,其 度 
规 为 


du (a dz (5.15.25) 
2 


rr, B] zo = oo. i AR T A LUE 53 OF E EE 2 E SET B5 23 [8]. 
这 些 极端 几何 的 特点 对 于 极端 黑洞 热力 学 的 表述 是 很 重要 的 . 由 于 视界 处 无 
顶 角 奇异 性 ,作用 量 中 无 附加 项 : 


W = 27BE. (5. 15. 26) 
式 中 能 量 忆 具有 形式 (5. 15.19). H1 (5. 15. 26) SCAT WE SI ZR SEA APE F = E. 
JG , BR FR HA] EON A 
S. = 0. (5. 15. 27) 
而 且 由 于 自由 能 不 依赖 于 温度 B“,B 固定 时 自由 能 取 极 值 的 要 求 不 会 给 出 非 极 端 
情况 下 7r, 和 B 的 关系 .这 意味 着 极端 黑洞 可 以 在 任何 温度 下 处 于 平衡 态 . 这 种 形 
式 结果 的 物理 意义 还 不 清楚 . 量子 效应 肯定 会 改变 这 个 结论 . 


5.16 L-P 作 用 量 及 量子 场 热 态 的 选择 


为 了 在 分 析 中 包括 单 圈 量 子 效应 ,我 们 考虑 2 维 量子 共 形 无 质量 标量 场 . 对 配 
分 函数 的 贡献 为 


T 


Z-e , T= E det". (5. 16. 1) 


APOG y “ ,是 2 维 拉 普 拉 斯 算 符 . 有 效 作 用 量 工 的 计算 常用 到 对 共 形 反常 
的 积分 . 计算 结果 得 到 


1 1 
Talg) = sec Ra R. (5.16.2) 


应 用 上 式 时 至 少 会 遇 到 两 个 问题 . 第 一 ,这 个 作用 量 在 常数 (整体 的 ) 共 形变 换 gw 
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一 Ag 下 不 能 很 好 地 变换 . 第 二 , 当 把 它 应 用 到 平 直 空间 (R=0) 时 ,由 (5.16.2) 式 
变 分 得 到 的 能 - 动 张 量 的 平均 值 (7” ) 恒 为 零 . 这 对 真空 态 成 立 ,而 对 其 他 可 能 态 就 
不 成 立 . 所 以 ,把 有 效 作用 量 写 成 这 一 形式 就 会 失去 量子 场 的 态 的 具体 信息 . 我 们 
要 给 (5. 16.2) 式 加 入 边界 项 ,并 证 明 关 于 量子 场 的 态 的 信息 与 边界 项 直接 相关 . 
因此 ,为 了 考虑 单 圈 量子 效应 ,我 们 将 仔细 处理 L-P 作用 量 ,考虑 到 所 有 边界 项 . 

应 强调 指出 ,导出 (5. 16.2) 式 所 需要 的 对 共 形 反常 的 积分 并 不 给 出 有 效 作 用 
量 T(g) 的 绝对 值 ,只 给 出 两 个 共 形 相关 ( g,, =e gu) OUS ICI HERE s 


rT[g] 2T [e] - 34 Im e) + | Ro *2[ dso 


MICE (5.16.3) 

Pn? 和 本 n^ APH n" 和 大 的 对 应 量 . 
TP[g] 可 以 写成 仅 由 度 规 gu 确定 的 形式 ,只 要 引入 一 满足 方程 
ov =R (5. 16.4) 

的 附加 场 P. 对 共 形 相关 度 规 gw =e"g,, ,各 个 量 的 关系 为 

R-e"(R-28;c), b= -2o, 

k-e"(k*n'0,0), n'en. (5.16.5) 
由 这 些 关系 可 以 证 明 ,(5. 16. 1) 式 的 有 效 作用 量具 有 形式 


P(e) 2x E wy? eun] 


4 kibds + n'w,ds + To, (5. 16. 6) 


1 1 
zi hu ids + Teoh 
式 中 所 有 量 都 由 g 定义, 而 “积分 常数 *T。 JE MEI AE RR 

现在 我 们 考虑 共 形 无 质量 场 6, 它 在 有 视界 的 时 空中 以 温度 了 处 于 一 热 态 . 相 
关 的 欧 氏 静态 度 规 为 


ds” = g(x) dr + m. (5. 16. 7) 
g(x) 

或 
ds = g(p)dv + dp . (5.16. 8) 
式 中 ， OzxTx2mp,0xpxL, ,假设 g(x) TE x=x, 人 处 有 一 阶 零点 ,这 是 Killing 视界 . 


在 视界 附近 有 


gp = BB, B i 


对 于 B= Bn,(5.16.8) 式 描述 规则 黑洞 瞬 子 . 如 果 B 沽 Bs, 此 度 规 在 p=0 处 有 项 角 
奇异 性 , 角 亏 损 为 8=2m(1 -a) ,a=B/Bs. 度 规 (5.16.8) 可 以 写成 共 形 的 形式 : 
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ds? = eds, då = (d? -ozdr), 


" = By. z= aexp[3 Al | (5. 16. 9) 
AO, 
a -B/B,, rT-Br, 0T x2m, S:S 
在 视界 附近 ,z=p, 故 共 形 因子 在 视界 处 是 规则 的 . 
当 B=Bn, 由 (5.16.9) 式 可 知 ,黑洞 瞬 子 度 规 与 半径 为 2, PPP HE D 上 的 度 
规 共 形 . 与 共 形 度 规 g。 和 ,对 应 的 能 - 动 张 量 之 间 有 关系 式 


1 下 1 
Talg) =T lg] + jo | -4V Vo + 40,00,0 


+ g, [450 - 2(Va)!]l. (5. 16. 10) 
因此 , 按 (5. 16.9) 式 ,我 们 得 到 
m 1. 3 (Y 
= To + ass (s t. aa} (5. 16. 11) 
step TU 是 平 直 盘 万 上 量子 场 的 能 量 密度 , 在 无 限 远 处 ,p = o ,g = 1, 
_ mů) l 
"LI * aap (5. 16. 12) 


假设 D 上 量子 场 的 态 处 处 满足 TO =0, 我 称 之 为 " 盘 上 的 真空 ” 物理 上 ,此 态 即 
Rindler 空间 中 的 闵可夫 斯 基 真 空 态 ,或 Hartle-Hawking 真空 态 . 

这 一 选择 ,由 于 (5. 16. 12) 式 与 温度 为 Ta 的 热 浴 能 量 密度 相同 , 故 黑 洞 瞬 子 
上 量子 场 处 于 H-H 真空 态 . 因此 ,从 * 盘 上 真空 态 " 出 发 ,经 过 规则 共 形 变换 
(5.16.9) ,可 以 得 到 黑洞 瞬 子 上 温度 为 Ty 的 量子 场 . ARA RED. IRIURE T, = 
(2mB,) -的 态 出 发 , 则 可 以 得 到 黑洞 瞬 子 上 温度 为 = (228) =(2m) [Bo + 
Br ) ^ f. 此 态 与 H-H 态 不 相同 . 

在 做 过 这 些 一 般 性 讨论 之 后 ,现在 考虑 满足 0 三 r 研 2m8(B 关 有 0 的 奇异 头 酒 
BEY. 由 (5. 16.9) 式 , 它 与 平 直 锥 C, (a =8/8, SEB, Ay 是 圆锥 母线 的 固有 长 
HE. 共 形 因子 e 处 处 规则 ;我 们 还 发 现 这 两 个 空间 上 的 能 - 动 张 量 T, 仍 由 
(5.16. 10) AICS. 16. 11) 式 相 联 系 . 只 是 现在 TL Je BE C, 上 的 能 量 密度 . 

ro =} 二 |,a = (5. 16. 13) 


2 
Tz a” 


在 无 限 远 处 有 


ERREX T, = (228) -的 热 形式 . te S| Hb TT, 的 量子 场 的 热 态 
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可 以 等 效 地 描述 成 奇异 瞬 子 上 的 量子 场 . 
nf ELI FI dS Bt W。 上 的 度 规 直 接 计算 To 对 于 度 规 (5. 16.8) ,方程 
(5. 16.4) 有 解 


y cci +b eC e Ing ef 2 +c (5. 16. 14) 
为 了 确定 常数 5b, 考虑 由 p 表示 的 重 正 化 能 - 动 张 量 
T, = BV - aah + Bul -2R 0] (5.16.15) 
此 式 的 共 形 变换 由 (5. 16. 10) 式 给 出 . 把 (5. 16. 14) 3: f AL CS. 16. 15) 式 ,得 到 
Te = U. oo tes ye) (5. 16. 16) 
T Amter 2 g 2 


由 于 在 无 限 远 处 = (2B) ^ ik b = -2/8. 
由 此 得 到 ,在 极限 p00 下 ,(5. 16. 14) 式 中 的 沙 满 足 


Wy. =-2(1 - FY ine (5. 16. 17) 


式 中 0. 是 平 直 圆锥 C。 上 的 拉 普 拉 斯 算 符 . 因此 ,无 限 远 处 温度 为 了 = 
(278) ”的 态 的 能 - 动 张 量 和 视界 有 顶 角 奇异 性 (B 关 Bs) 的 黑洞 瞩 子 
(5. 16.9) 上 量子 场 的 能 - 动 张 量 相同 ， 
为 了 确定 (5. 16. 14) 式 中 的 带 数 C( 它 依赖 于 系统 的 特征 ) ,考虑 由 o 决定 的 
共 形 变换 (5. 16.9) sh: 
2e(&) = Ing(x) ral 
T HW — s TA] PY ea (x) AO PRR: 
ualt) = pe, (2) - 2e(x). (5. 16. 19) 


式 中 z(x) Bi (5.16.9) Ra. 另 一 方面 ,对 于 Ww 和 We ,我 们 有 表达 式 
(5.16. 14) ; 


END NCC (5.16.18) 
g(x) 2p 


| = — Ing(x xx E 
Mus(x) =- Ing(x) ah zi +C, (5. 16. 20) 
We (z) = -2(1 $ Lm 2 + C(a,z). (5. 16. 21) 
" [a i in 


xh Cla, ) [UO a I z, 的 函数 . 
把 (5. 16. 18) 和 (5. 16. 20) AAA (CS. 16. 19) 式 ,得 到 常数 
C =-2ln(B,/2z,) + C(a,z,). 
实际 上 ,由 于 重新 标 度 zs 6", 之 后 ,有 
C(a,z,) — Clam) -2lny, 
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C 不 依赖 于 和 ,于 是 最 后 得 到 
Wyl x) =- Ing(x) - Al any - 2in $e +Cla,z). (5.16.22) 
为 了 写 出 这 种 情况 下 的 Liouville-Polyakov ——— 
在 时 有 效 作用 量 (5. 16. 1) 式 的 共 形 变换 要 修改 , 如 果 空 间 M" 和 | ROBES X 
和 和 角 亏 损 5=2m(1 -a) ] 由 规则 共 形 变换 g, =e“g。 相 联 , 则 相应 的 有 效 作用 量 有 
如 下 关系 : 


rig) -r(g) -ah (Va)? + |. Ro +2 dsko-) 


- sc [a P uo - 5 (lea),, (5. 16. 23) 
RP o, 是 圆锥 顶点 三 处 的 值 
考虑 由 的 变换 规律 (5. 16.5) ,M* 上 的 有 效 作用 量 [ 按 (5. 16. 23) 变换 ] 可 以 
写 为 
rae) =f too - on + ey 


kpds +——| | nty pds + Ds. (5.16.24) 


l 
ü T i6 
step R di lp pgs t DR LR e (x) 67 
cy -R22[(1-a)/a]8; +R 
的 解 . 对 于 静态 度 规 (5. 16. 7) , 几 取 (5. 16. 22) 式 的 形式 . 
值得 注意 的 是 ,表达 式 (5. 16. 24) 可 写成 两 种 等 价 的 形式 . 第 一 种 用 定义 在 全 
Tifgzsp] M" 上 的 量 表示 ， 


工 L = 人 [icu + yR] Y i 


V, 


d if wa 
+ rea IPs + ez] nt ads + Po, (5.16.25) 


Rm2(a! -1)5 + R, Ob =R. 
另 一 种 方式 是 用 定义 在 规则 部 分 MI oni H: 


riu E 2 (Vy) Ms 12! g a) 


+ ad, Ws + 一 一 | Vads +o((l -a) ). — (5.16.26) 
AF, rms Op HR. 
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5. 17 ”量子 修正 的 黑洞 几何 


在 半 经 典 近似 ( 度 规 不 量子 化 ) 下 ,要 得 到 单 圈 量子 效应 ,可 以 在 经 典 引 力作 
用 量 中 加 上 积分 物质 场 得 到 的 量子 部 分 : 
W= Wa+r. (5.17.1) 
对 于 球 对 称 考 虑 ,我 们 取 Wig (5. 14. 11) 式 的 形式 (还 要 减 去 参考 度 规 的 贡献 , IL 
5.15 市 ) ,而 单 圈 贡献 T 取 为 L-P 作 用 量 (5. 16. 24). 当然 ,在 自 洽 的 处 理 中 ,量子 
AZAMET 也 应 该 由 4 维 物质 场 经 过 球 对 称 退 化 得 到 ,就 像 得 到 引力 部 分 Wa 
那样 . 但 是 有 效 作 用 量 非常 复杂 而 使 得 分 析 很 困难 . 因此 ,这 里 只 考虑 最 简单 的 情 
况 : 有 效 2 维 物 质 场 是 共 形 的 , 且 工 AE EY L-P 17 K. 
为 了 考虑 黑洞 的 单 圈 量子 效应 , 先 研 究 作 用 量 的 量子 修正 (5.17. 1) 式 所 引起 
的 黑洞 经 典 几何 的 修正 . 此 式 对 度 规 取 变 分 ,得 到 
Gop =- Top, (5.17.2) 


| :| | 
Toe 由 -Bai ~ vog 2n - Ly v) be EE 


式 中 Cs 由 (5. 14. 14) 式 给 出 . 对 dilaton 3 r (x) 的 变 分 给 出 与 经 典 情 况 相 同 的 
方程 : 


yR - 28r + U', = 0. (5.17.4) 
Jr f&(5.17. 2) fll (5. 17. 4) 的 一 个 重要 结果 是 时 空 奇 点 现在 位 于 有 限 半 径 (dilaton 
值 )” 2596/12» E. 这 是 引力 的 2 维 模型 的 典型 行为 . 对 于 这 个 dilaton 值 ， 
(5. 17.1) 式 的 动力 学 项 发 散 . 另 一 方面 , 取 ($. 17.2) 式 的 迹 , 得 到 
C 


ur -2U(7) = oh (5.17.5) 
再 考虑 到 (5. 17. 4) X, 08 
p= a (5.17. 6) 
' GE 


此 式 表 明 在 > =r 处 有 奇异 性 . 这 里 我 们 不 研究 此 点 附近 方程 (5.17.2) 和 
(5. 17. 4) 的 解 的 行为 ,而 是 假定 外 视界 r, Sr. FE, EKR r>r, 内 ,我 们 可 以 用 
微 扰 法 (对 rr ) 解 方程 (5. 17.2) 和 (5. 17.4) ,把 方程 (5.17.2) 的 右 端 看 成 微 
H. 这 样 可 以 给 出 黑洞 的 一 级 修正 (正比 于 所). 

和 前 面 类 似 ,我 们 考虑 静态 解 .定义 函数 1 和 MM: 


f zd r), M= Pu “of r) ] «E. (5.17. 7) 
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并 选择 r 为 一 个 坐标 ,Killing 时 间 : 为 另 一 坐标 . 于 是 有 


2 - fO ye? ar 1 E 
ds = f(r)e dt EOS ; (5. 17. 8) 
Kn -1- 240,8. (5.17.9) 


方程 (5. 17.2) 可 改写 为 


ev BY = ysp| an = 2 — yes T + Trp, 
T-2y4T". (5. 17. 10) 
微分 (5. 17.7) 式 ,并 利用 (5. 17. 10) 式 ,得 到 
20.M = Opr( BT - T.). (5.17. 11) 
Re w=0, 此 式 恒 成 立 ; 取 aw =1, 此 式 给 出 
of = iT. (5. 17. 12) 
取 (5.17.10) 式 的 迹 , 得 到 关于 函数 b (7) 的 方程 ; 
0,P = AT - T.). (5.17.13) 


把 (5. 17. 12) RI (5. 17. 13 ) 式 的 右 端 看 作 微 扰 ,并 在 经 典 背景 中 计算 它们 . 我 们 有 
®(r) =0,M =const; 对 于 度 规 (5. 17. 8) ,能 - 动 张 量 [ (5.17. 3) 式 ] 为 


rw 


1{,2 4 
P TI (5.17.14) 
IP k = CL24T,B =2/f (r.). 我 们 必须 把 经 典 度 规 (5.14.17) 代 入 (5.17.14) 
式 , 其 中 

f= galr) =r°(r-r.)(r-r-), 

r. = MG* (MG) - Q. 

须 注意 ,(5. 17. 14) 式 给 出 的 Tu 在 内 视界 r=r- 处 发 散 . 这 个 众所周知 的 发 散 

使 得 微 扰 方案 在 r =r 附近 失效 . 为 了 得 到 微 扰 方案 适用 的 条 件 , 先 考虑 外 视界 
=r, ARHI Te, MWS ro ~r,. 这 时 我 们 发 现 (5. 17.14) 式 定义 在 T 和 7 在 此 极限 下 
有 限 , 而 (5.17.13) 式 中 的 广 (T - T BIB k[Cr. —r.)r.] 的 形式 发 散 . 要 使 
微 扰 方案 成 立 . 必须 消去 这 一 令 人 不 愉快 的 一 项 . 即 要 满足 ji[(r, -r.)r.] « 
1 ,或 者 六 <1 -+r_/r, .这样 ,只 要 令 7 ,足够 大 ,我 们 总 能 任意 接近 极端 情况 +r ~ 
r,. 这 个 重要 条 件 使 我 们 可 以 把 此 方法 运用 到 0 ~ M. 的 荷 电 黑 洞 ,保证 外 边界 “ 半 
fe" ry 任意 大 的 热力 学 系统 的 稳定 性 . 
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(5.17. 12) 和 (5$. 17. 133) 式 很 容易 积分 , 令 
m(r) = 2k [M - M(r)]. (5.17.15) 
积分 (5. 17. 12) 式 ,得 到 


T 
m(r) =- x] Ti(r)dr = CC) 


+ Aln SE a + Bln ; 


, 


2 (r-r) 2(r,*r.) 10r, r- 
2 t 


eS Bi 2r.r.r r T 
d (r-r) (r+r )(r, +r) 
ü 2r. r. 
2 
+ Fe pm - 
yt CAT 2a (5.17.16) 
TTE 


和 前 面 类 似 ,r. 表示 经 典 内 外 视界 的 “半径 ”. 常数 4 和 B 之 间 的 恒等式 4+B= - 
AMGB, 是 很 有 用 的 .在 (5. 17.16) 式 中 ,我 们 引入 了 一 个 距离 1, 为 了 使 对 数 的 自 
变量 量 纲 为 一 . 下 一 节 计 算 的 能 量 和 业 的 最 后 结果 和 此 参量 无 关 . 可 以 自然 地 假设 
具有 普 朗 克 长 度 的 量 级 ~ re 但 这 一 点 对 于 下 面 的 讨论 并 不 重要 . 
类 似 地 ,积分 (5. 17. 13) ,得 到 
IN aub RU 
OG) = zi pu -T dr, (5.17.17) 
对 于 /=g.(r) ,再 加 上 条 件 (L) =0, 得 到 
PCr) = 4L) - FG), 


~ 


Fir) = Rie, pg ee) 


r.r.(r-r.) r Tr r-r 


+ Din[ (r - r.)71] + Eln(r/l), 


Da loa ss PAG eas, 
r, r- 
1 2 2 

ES Or ory r--3r_). (5.17.18) 
r, r 


现在 考虑 特殊 情况 ;不 带电 黑洞 (0 =0). 其 经 典 度 规 函 数 为 
galr) =1 -ri/r, r, 2 2MG, By -2r.. 
对 于 量子 修正 度 规 ,我 们 得 到 
2MG | km(r) 


f(r) = 1 -= + 


r r 


(5.17.19) 
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Tr, 1 2r 1 r 
m(r) = at B, DR 7 (5. 17. 20) 
和 
1 
P(r) = SAL PCL) - Fr) I, 
F(r) = 2 dn (5.17.21) 
rT.T r, l 
当 盒子 的 线 度 工 很 大 时 ,有 
exp(2®(r)) = | 2 “exp -i SM (5. 17. 22) 
EN Ee “2 T4 r) 


黑洞 的 一 个 重要 特征 是 其 视界 半径 . 在 我 们 模型 中 , 它 由 视界 处 的 dilaton 值 
r, 表示 . 对 于 量子 修正 解 (5. 17. 15), 它 与 经 典 值 7 ,不 同 .为 明确 起 见 , 令 f(r,) = 
0 ,得 到 解 


r, = M(r.)G + 
将 上 式 按 展开 ,最 后 得 到 
r, = r,— kBym(r.)/7(2r.). 
式 中 的 +r, 和 Bs 是 由 MM 和 0 算得 的 经 典 值 . 由 此 得 到 
r = r. - kBym(r.). 
于 量子 修正 引起 的 “视界 面积 


(Mr, G) - Q. 


(5.17.23) 


一 式 子 可 以 解释 为 ”的 变化 . 


5.18 ”热力 学 量 的 量子 修正 


由 作用 量 W[ (5.17.1) ] 所 描述 的 单 圈 热力 学 本 质 上 和 5.15 节 的 初级 


(tree-lever) 近似 相同 . 我 们 固定 边界 x = DEY re 和 温度 了 = (2TB) E ,以 及 时 空 
几何 的 黑洞 拓扑 ,并 用 下 式 定义 离 沉 粹 和 能 量 : 
S = (Bd, -1)W, E = aW. (5.18.1) 


2n 
然后 ,采用 (5. 15. 1) 式 给 出 的 欧 氏 度 规 ,其 中 任意 函数 m (x) ,入 (x) 满 足 上 述 条 件 
[g(x) TE x 2 L 处 有 单 零点 ]; 我 们 发 现 , 系 统 的 平衡 态 由 泛 函 WD g(x) r(x) ,入 
(x) ] 的 极 值 描述 

SW =W 4 5,W +W = 0. (5.18.2) 
TE YE BS TIA M H] Et P SE o , HARIT 不 含 dilaton 5 r(x). 因此 有 8, W = 8, W. 
[ 见 (5.15.9) 式 ] ,其 中 r(x,)=7, 是 视界 处 dilaton 场 的 量子 值 . 这 意味 着 极 值 位 
形 满足 


(5.18. 3) 
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和 经 典 情况 一 样 ,在 没有 项 角 奇 异性 的 规则 流 形 上 可 以 取 极 值 . 泾 函 下 的 极 值 描 
RETBERANES, HAREAN 5.17 5 [(5.17.8) ~ (5.17. 9) 和 
(5.17.15) X]. . 
对 度 规 取 变 分 时 ,和 经 典 情况 一 样 ,会 Sg (x, ) 和 Sg CL) 的 项 不 存在 [ 见 
(5. 15. 10) 式 ]. 因此 ,对 于 单 圈 有 效 作用 量 丈 , 变 分 过 程 也 定 六 得 很 好 ,因为 在 外 
边界 (x = L) 和 顶点 (x m x, ) 处 对 度 规 导数 变 分 的 贡献 都 被 相应 的 边界 项 抵消 了 . 
WHA 7H (5. 18. as 一 个 方便 的 方法 是 把 度 规 写成 类 施 瓦 西 形式 : 
2 = g(x)dr eg ' (x)dx. (5. 18. 4) 
str} 0r x2B. 利用 (5. 15. et ap A(x) =0, 就 可 以 做 到 这 一 点 . 
x [eda 


须 伴随 着 相应 的 积分 限 (x, L) 的 变换 , 在 即 壳 情 况 下 ,它们 会 依赖 于 rs B. 但 
是 对 于 计算 坐标 不 变 的 离 壳 量 (如 有 效 作用 量 ) ,使 用 (5. 18.4) 式 而 不 用 (5. 15. 1) 
式 只 是 为 了 选择 坐标 系 的 方便 . 相应 的 LP 了 作用 量 为 

re -AL s. - BE Nae 


+ ix + = (22), ) -By (L) + Ty (5. 18.5) 


式 中 , a =8/Bu Ba 7202 (x,2]^ ota HH (5. 16. 22) EX. 这 里 应 注意 , (5. 18. 
5) 式 在 下 极限 处 发 散 . 引信 规则 化 x 一 * ”+e, 我 们 得 到 (5. 18. 5) 式 的 发 散 部 分 : 


2 
D; = Ine HSL (5.18.6) 


xcd USA (B B.) EEEH T, [ (5. 16. 15) 和 (5. 16. 16) R] 为 无 限 大 所 引起 
的 物理 发 散 , 注意 Pu IE HET (1. -a) 因此 ,这 一 发 散 不 影响 Hawking 温度 (B — 8) 
下 的 物理 量 , 原则 上 ,要 把 这 一 发 散 规则 化 ,可 以 在 (5. 18. 5) 中 减 去 度 规 函 数 为 gn 
(x) =(2/By) (x -x,) 的 Rindler 空间 LP 作用 量 . 但 我 们 现在 不 做 这 种 处 理 . 

由 (5. 18.3) 式 可 以 计算 平衡 态 (B=By) 的 能 基 : 

E = E, + E,, 
其 中 经 典 部 分 Rams 15.5) 式 ,量子 部 分 为 
Be PT | p= ay 
.& (1) [ 115 . tts bie -——um i. GID 
96m ^ zr g )] lov" (i) ^ 
对 于 上 节 得 到 的 量子 修正 的 度 规 ,g'(L) 在 极限 Loo FETE. 因此 ,下 面 我 
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们 将 此 项 略 去 . 
类 似 地 得 到 平衡 态 的 粹 的 表达 式 : 
TF. 
5 RC * S ， (5. 18. 8) 
式 中 ， 
5, = (Bà, -DT lpg "e ) 
- — x in sg Uo at^ 
-iul. xli -e g) E +e(z,). (5.18.9) 


在 上 两 式 中 ,7, 和 8B， 分 别 为 视界 的 量子 位 置 和 量子 PT 温度 的 倒数 ,而 g(x) 
是 量子 黑洞 的 度 规 . 注意 5, 和 5, 在 下 极限 都 不 发 散 . 对 于 与 平 直 度 规 共 形 的 度 规 
g, =e "6B 有 V(x) = -2a(x). 

对 于 能 量 泛 函 ,我 们 有 

26g = oo pl (a + Tb)dx + 

式 中 表面 项 .与 (5. 15. 16) 式 相同 . 

由 外 边界 处 的 温度 了 = [2mBy ECL) ] -: 是 固定 的 , 当 运 动 方程 (5. 17.2) 成 
立时 ,下 简化 为 


l l 
—— z + Er 5. 18. 10 
Usa) om | 


E = Bg +E (5. 18. 11) 
或 者 写成 坐标 不 变形 式 : 
rr 。 2 We T 
Ee | mar + lora  E (5. 18. 12) 


注意 (5. 18. 12) 式 的 两 项 都 定义 在 外 边界 r= 上 上 . 
现在 , 减 去 背景 go MER, Hà 


Elg] - Elg] = UG - g^) Jra + 二 (7T- I (5.18.13) 


teh T, = [2mg VBotL)]' 是 背景 度 规 的 温度 . (5. 18. 11) 和 (5. 18.12) 式 中 的 
温度 了 是 在 外 边界 测量 的 . 但 是 合 7 的 项 却 源 于 视界 ,这 可 以 由 (5. 18. 11) 式 通过 
分 部 积分 得 到 (5. 18. 12) 式 的 过 程 中 看 出 来 . 因此 ,(5. 18. 11) 和 (5. 18. 12) 式 中 的 
T/6 是 黑洞 拓扑 的 结果 ., 在 非 黑洞 的 情况 下 ( 热 室 间 ) 这 一 项 不 存在 . 取 T =T, 
(5.18. 13) 式 中 第 二 项 为 零 , 于 是 得 到 能 量 的 经 典 表达 式 , 但 现在 go 和 8 都 是 相应 
的 量子 修正 度 规 

上 面 关 于 能 量 和 炳 的 表达 式 是 对 于 静态 度 规 (5. 18. 4) 给 出 的 . 上 一 节 中 得 到 
量子 修正 的 度 规 要 变 成 这 种 形式 ,只 要 做 坐标 变换 ro (n) ,ax =e ,并 令 g(*) 
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l ael T T A | AS 
-fe". 由 于 @(L) =0, 在 边界 * - LEER =r, Ml g(L) =f(L). 
下 面 讨 论 经 过 量子 修正 的 黑洞 ,其 质量 和 糊 . 


l. 量子 修正 黑洞 的 质量 


前 面 得 到 的 量子 修正 解 (5. 17. 15) 和 (5. 17. 16) 式 在 盒子 尺度 区 很 大 时 为 
.2MG 2k 4MG, L 1 (5. 18. 14) 


dubie ui jig; "T *°( +): 
我 们 看 到 , 当 [一 w tt, e(L) +g, = 1 -2k/p 而 不 是 1. 引入 普 朗 克 温度 7， = 
(2m,) ,有 =1 - (Ta Ta). 可 以 发 现 ,g 的 渐 近 行为 和 背景 的 改变 本 质 上 是 
温度 效应 . 实际 上 , 若 像 经 典 情况 一 样 , 取 背 景 2, = 1 ,能 量 将 有 一 发 散 项 
Es = (m/6)T,L, 
这 正 是 黑洞 周围 热气 体 的 能 量 . 

我 们 可 以 这 样 解释 ,所 研究 的 系统 是 两 部 分 的 复杂 相互 作用 :黑洞 和 热气 体 
远离 视界 处 ,气体 的 效应 显得 更 重要 ,而 在 视界 附近 ,黑洞 占 主导 地 位 . 因此 ,系统 
THREE TE CIT RE EA ) dE 3 BE PU CS. 依赖 于 系统 尺度 工 的 部 分 是 热 
气体 的 贡献 ,可 以 消去 . 53 — 35 iB] , "RI AI E OU PEUT FL. 

明显 地 ,适当 选择 (5. 18. 13 ) 式 中 的 参考 度 规 ,可 以 消去 热气 体 的 贡献 ,从 而 
得 到 黑洞 本 身 的 贡献 . 实际 上 ,如果 取 


£n 一 ] - 2487 , 
则 
E=M+ PX (5. 18. 15) 
H 
式 中 
= 1+4+2In x 
T) = E* 


可 以 看 出 ,(5. 18. 15) 式 中 已 ,不 存在 ,但 仍 存在 对 数 发 散 项 . 我 们 认为 这 一 发 散 是 
由 于 无 质量 场 的 红外 行为 所 致 . 可 以 预见 , 当 考 虑 有 质量 物质 时 ,此 发 散会 消失 . A 
此 ,为 了 使 红外 行为 规则 化 为 有 限 ,我 们 固定 盒子 尺度 工 ,但 它 远大 于 思 洞 的 特征 
REEr,. (5.18. 15) 式 可 写 为 


LiT 
E = M|1 + 一 | -2| pl. (5. 18. 16) 
| 2 iz) n| 
比较 (5. 18. 15) 和 (5. 18. 16) 式 ,我 们 得 出 结论 :一 级 量子 修正 (对 6 而 言 ), 和 黑洞 
质量 的 温度 修正 是 相同 的 . 
2, TPES BH 
把 经 典 度 规 函 数 
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Ea = r'(r-r,)(r-r.) 


代入 S, 的 表达 式 ,得 到 
s, Sr - 7) - (E) (I) 
+ J in( E). ra > (5. 18. 17) 


wur. 
式 中 是 (5. 16.9) 式 中 出 现 的 圆锥 母线 的 固有 长 度 . 和 能 量 一 样 ,5, 在 极限 /一 
o FER. 第 一 项 线性 发 散 , 是 装 在 盒子 中 的 2 BASKET REA L-r., 
温度 为 T,, 由 于 我 们 只 对 黑洞 本 身 的 凡 感 兴趣 , 故 将 此 项 略 去 . 

在 (5. 18.8) 式 中 ,第 一 项 包含 视界 的 量子 修正 半径 7,. 在 外 视界 r =r, 附近， 
量子 修正 度 规 (5.17. 15) 和 (5. 17. 16 ) 为 

fir) = (r-#,)(r-F_)r®. 

式 中 


F, = r,t kria 
而 r, 是 经 典 值 . 因此 ,在 35,( 正 比 于 扣 ) 中 ,可 用 量子 修正 值 7 ,代替 经 典 值 . 于 是 , 取 
极限 Loo ,我 们 得 到 用 量子 修正 视界 值 了. 表示 的 黑洞 完全 量子 精 ， 


| m l PX L P^ 
= 人 -| jena tee (5. 18. 18) 
EF AOF EE ES AE BUE RR EE TE. 


有 几 种 情况 很 有 趣 , 第 一 种 情况 ,7, 一 7-, 此 时 质量 的 修正 | (5. 18. 15) A 
(5. 18. 16) 式 ] 等 于 零 , 另 一 方面 ,S,[ (5. 18. 17) 式 | 却 存 在 极限 


al, Ps TA. 
S = gins = a(z) (5. 18. 19) 
ER n ltr PCIE E. 第 二 种 情况 , 取 7F_ SO Afr) ,得 到 
A, 1, A, 
5 IR LN (5. 18. 20) 


teh A, =4mP 是 视界 面积 ,我 们 省 略 一 项 ~ = 


SLE SEAR TARE EE PF DS BEP EAE REE. 我 们 猜测 在 
黑洞 蒸发 的 最 后 阶段 它们 会 起 作用 . 这 个 问题 仍 需 进一步 研究 

下 面 几 节 我 们 用 项 角 奇 异性 方法 讨论 荷 电 Kerr 黑洞 的 主 级 (tee-level) Wi Z 
其 单 圈 量 子 修正 . 

前 面 几 节 讨论 的 都 限于 静态 , 非 旋转 的 黑洞 . 对 稳 态 黑洞 采用 项 角 奇 异性 方法 
必须 解决 Ker-Newman 黑洞 的 欧 氏 化 (或 复 化 ) 的 问题 和 对 其 项 角 几何 的 一 般 周 
期 性 分 析 . 虽然 前 面 我 们 已 给 出 欧 氏 化 和 周期 性 的 解决 方案 ,但 是 KAN 情况 下 任 
意 周期 的 顶 角 几何 仍 不 清楚 . 另外 一 个 着 名 的 问题 是 稳 态 黑洞 烂 的 紫外 (UV ) 发 
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-一 一 一 


散 性 ,以 及 重 正 化 是 否 像 静 态 情况 一 样 有 效 . 下 面 几 节 将 详细 讨论 这 些 问 题 . 


5.19 欧 氏 克 尔 -纽曼 几何 


在 Boyer-Lindquist 华 标 系 中 ,采用 闵 氏 号 差 , 克 尔 - 纽 昌 ( Ker-Newman) 度 规 具 
有 形式 : 
d = g,dr + gyd@ + gdi? + 2g,dtdb + g, dd , 


e, = &, ga =p, gu =~ (A RO) 


p 
- asin'B(r^ +a — A) 
Ha mom 0 — 9 
(r +a’)? = Aa'sin'8 
Bs = Dae ) sin’ B, 
A(r) =r +a +g -2mr, p° =r * a'cos'&. (5. 19, 1) 
图 数 Ar TEUER, Ar=(r-r,)(r—-r_) ee 
r-mt m -=g g. 


此 空间 有 一 对 正 交 的 Killing 矢量 : 
K=a, + 一 一 3， K = asin 8à, + à,, 
F ctu 
2 
E =- T E = péno KK 6. (5.19.2) 
RE KERM r >r, 内 类 时 ， r =r, 类 光 ; 天 在 轴 (8=0,9=T) 以 外 类 空 , 在 轴 上 大 
=0. 和 天 ,天 对 偶 的 1 - 形式 为 


a u aN 
p 


p AR (Pe +a » 
@ = (de s uu. 
w(K] = [K] 21, w[K] = w[K] =0. (5. 19. 3) 


这 里 存在 与 施 瓦 西 度 规 的 对 应 .所 和 天 对 应 于 aa 和 ao Alo WE dt 和 
dé. 此 对 应 几乎 是 精确 的 ,但 有 一 点 例外 :w A o 5; de 和 dr 一 起 构成 1 -形式 的 非 
完全 基 . 这 表明 不 存在 整体 定义 的 坐标 六 和 让 ,使 得 w=dX, o - dX. 

视界 面 定义 为 类 时 矢量 天 为 零 ( 1, =0) 的 面 . 外 视界 是 r =7 ,的 面 . 另外 ,经 
"i HIS] Aca, ASH. 此 面 称 为 能 层面 ,由 方程 

r + a^ cos O + q? — Àmr = 0 

确定 . ETIRAZ, FER 0 20 80 2 m 处 与 之 相连 . 

现在 考虑 克 尔 -纽曼 度 规 的 欧 氏 化 . 标准 方法 是 令 上 = ir, IFO a =ia,g =i g. 


5.19 KER SE/R E SE JL fs] * 105 - 


欧 氏 矢量 KK 和 相应 的 1 -形式 oo 为 
K E ð, = 一 一 


NT K = asin'8à, + Du， 


2 rar | 
w = C) (dy - asin'8dó), 
p 


"E C (ae + 一 全 -dr (5.19.4) 
p (r =a) 
式 中 
p = r° -acos 8. 
欧 氏 度 规 可 写成 


- 
dé, = Gar + T Tod + p (d + sin’ ow’). (5.19.5) 
了 -g 


RH o Flo (5.19.4) A =P -a -7 -2mr A 的 根 为 i, =m x Vm «d sd hr 
=; ,定义 的 视界 面 卫 是 Killing 知 量 的 稳 态 面 . 引入 新 的 径 向 变量 *, 使 得 在 视界 附 


近 有 

å «re - 1) = YE, 

(r - r,) =X, y 22 Jm! «a! +g. (5. 19. 6) 
于 是 精确 至 o(x ) , 度 规 (5. 19.5) AE 

- By | 

di = ds +p (à? *aP ap") (5.19.7) 

Xm 
P=- a^ cos ð, 

而 


2 5242 
dé = pt (dé? + sint6a*) = pt do + Ut sintody? (5.19.8) 
P. 
是 视界 面 了 的 度 规 . 这 里 我 们 用 到 了 这 样 的 事实 ;上 可 以 引入 一 定义 得 很 好 的 角 
坐标 
y 2$ [a/(r, - a^) ]r. 
度 规 (5. 19.8) 16/3 0 20 Al O =m 处 的 规则 性 要 求 把 瑟 上 的 光 和 (w+2m) 看 成 一 
个 点 . 用 欧 氏 KK-N 度 规 做 完 所 有 的 计算 后 ,我们 再 把 结果 解析 延 拓 到 实数 a 和 q. 
(5. 19.7) 式 可 以 写成 
ds; = ds} + p, dsg. (5. 19.9) 
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式 中 de 是 与 视界 王 在 点 (9 沙 ) 相 连 的 2 维 盘 C, 的 度 规 : 


2.2 
ds, = dx? + roe (dr - asin’ dd)’. ` (5. 19. 10) 
p. 


考虑 (6 水) 固定 的 度 规 (5. 19. 10). YE C, 上 引 和 人 角 坐标 XY =7 - asin’ 84$, 则 度 规 可 
写 为 


2 2 
dst, = de ERE (5. 19. 11) 


如 果 要 求 在 * =O 处 无 奇异 性 , 则 需 把 点 Xx 和 (GY +4my p ) 看 成 同一 个 点 ;为 了 使 
其 不 依赖 于 视界 上 的 坐标 9, 又 必须 把 点 (7, 中 ) 和 (7 2085,06 7 2008,) FE, 
ft Q=a/(7, -号 ) 是 复 角 速度 ,Br = (7, -a )/ V m! «ah +9 .容易 看 出 ,等 同 的 点 
有 相同 的 坐标 少 

通过 上 述 等 同 , 我 们 可 以 得 到 视界 王 附 近 的 欧 氏 K-N 几何 的 图 像 . 和 视界 上 
每 一 点 (6, 消 ) 相 连 的 是 坐标 为 (xy) 的 2 维 盘 C:. 虽然 x 不 是 4 维 空间 的 整体 坐 
标 ,在 每 一 点 (9,w) 都 有 一 个 新 的 Xx, 但 C 上 点 的 周期 性 等 同 却 是 普 适 的 ,而 且 独 
立 于 视界 面 上 的 任何 点 . 整体 来 说 ,KK 不 是 坐标 矢量 . 但 局 域 来 看 ,我 们 有 天 = ar 
周期 性 在 矢量 KK 方向 上 ,所 得 到 的 欧 氏 空间 E 是 规则 流 形 . 


5.20 视界 的 外 几何 


对 于 欧 氏 度 规 (5. 19.5) ,可 以 定义 一 对 正 交 矢量 1n。 7029, ,4 71,2] : 


n = j^. (5.20.1) 
p 


2 “2 S 
n, = (5 =2), Qt. (5.20.2) 


“2 
n! = Je-.. (5.20.3) 
A 
n? = A, n; =z- A asin?$. (5.20.4) 
Np Np 


Ai n Mn 垂直 于 视界 面 下 由 r=r,, A(r=r,) =0 定义 ], 它 是 一 个 2 维 面 ,其 
诱导 度 规 为 


其 协 变 分 量 为 


5.20 视界 的 外 几何 
a’sin’@ 
p 


此 度 规 的 非 零 分 量 为 
Yo "P. Yn = 


sti -a )sin'8 
^2 € 


Ye = 
p 


对 于 正 交 矢 量 w(a 21,2) ,可 以 定义 面 了 的 外 曲率 


Ki, = 7 VaYs Vang» 


_ ar(r - a’) sin’@ /a 
- a ^a a2? 

p 

A 


1i 
1 
ce | 
"~ 
~ 
1 
»;|&» 
= N 
a, 
5 
w 
D 
k 
- 


^2 

Kr = 一 
al r-a ) sinfcos@ A 
A ^2 p 


2 
K, =- 
p 


也 可 以 得 到 外 曲率 的 迹 kK = xg", 
2r A 2 
— = 0, 
p" 


tri X LAS. 
二 次 缩 并 
2r A 


(5. 20. 6) 


(5. 20. 7) 


(5.20. 8) 


(5. 20. 9) 
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在 静态 (a =0) 和 稳 态 (ca 关 0) 情 况 下 在 三 上 都 为 零 . 故 在 视界 上 有 t(xk* x) 
-KK. =0. 


5.21 顶 角 奇异 性 和 曲率 张 量 


现在 我 们 假设 ,以 任意 周期 2m8 闭合 Killing 矢量 的 径 迹 . 在 视界 附近 ,这 表 
明 在 方程 (5. 19.9) 和 (5. 19. 10) 中 把 C, 上 的 点 (7,$9) 和 (7 208,6 - 2008) F 
同 ,而 B 关 By. 这 样 等 同 的 点 仍 有 相同 的 坐标 少 值 . 于 是 , 角 坐 标 X 的 周期 为 

2mB(1 + apsin20). 
引入 周期 为 2m 的 新 角 坐 标 
x = Bp. (P, - à)" x, 
C, 的 度 规 变 成 
dst, = d + apx2dX ， (5.21.1) 
IES SHH 6 -27(1-a) (a - B/B,) fü 2 维 圆锥 的 度 规 . 因而 ,4 维度 规 
(5. 19. 5) fl aH X KRM Z] E, 

顶 角 奇 点 处 曲率 张 量 的 行为 ,在 平 直 2 维 圆锥 和 一 般 静 态度 规 的 情况 下 已 精 
确 得 到 . 我 们 所 考虑 的 K-N 度 规 是 稳 态 的 而 不 是 静态 的 . 因此 ,前 面相 应 的 公式 必 
须 重新 推导 . 

我 们 采用 在 静态 情况 下 已 获 成 功 的 方法 . 先 把 顶 角 奇异 性 规则 化 , 即 用 一 系列 
由 参数 b 表示 的 规则 度 规 代替 顶 角 度 规 (5. 21.1) : 

dé, , = f(x,b) dé + ax dX. (5.21.2) 
式 中 f(x,b) 是 某 个 光滑 的 规则 化 函数 , 当 56 一 0 时 它 趋 于 1. 例如 ， 
x ob 
fb) = ae 
就 是 一 个 合适 的 规则 化 函数 . 在 极限 690 下 ,由 这 一 系列 度 规 (5.21.2) 可 以 得 到 
曲率 的 类 5 贡献. 

为 了 将 此 方法 应 用 于 Ker 度 规 ,考虑 视界 面 了 附近 的 情况 . 对 于 B 关 Br, 度 规 

可 写 为 


ds; = ds} +p, dst. (5.21.3) 
把 顶 角度 规 用 dsz, ,代替 ,可 以 得 到 一 系列 规则 度 规 : 
dsp, = ds} + p. dse, p (5.21.4) 


为 了 计算 曲率 ,我 们 定义 对 度 规 (5.21.4) 而 言 正 交 归 一 化 的 1 - 形式 的 ( 非 完 
全 ) 基 
e' = bp, f^(y)dy, 
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e = by (m^ +a" « q)7 dr - asin'6d$) , 
p. 
e = p, dé, 
4. (P, - a^) d a 
e = ino( de + at} (5.21.5) 
式 中 坐标 变换 为 
x = by, fly) = (y +a°)/(y +1). 
洛 伦 兹 联络 1 -形式 wi Tue 可 以 由 方程 

de^ + «^e = 0. (5.21.6) 
我 们 感 兴趣 的 是 当 5b 一 0 时 , 洛 伦 兹 联络 中 的 奇异 分 量 . 分 析 (5. 21.5) 式 ,我 们 发 
MAA de^ 含有 奇异 项 : 


dé = Tad + m [f^ l] e ^e +> (5.21.7) 

式 中 省 略 号 表示 b—0 时 的 有 限 项 . 由 (5. 21.7) 式 可 知 , 洛 伦 兹 联络 的 唯一 奇异 分 
量 为 

oj = [byp, f^(y)] e+… (5.21.8) 


曲率 的 2 -形式 Ri = Rise a e“ 定义 为 
Ri = do, + ^o 
它 有 唯一 一 个 奇异 分 量 


R = dw, +… = NIN 


2yb! p), o f 
故 曲 率 张 量 的 唯一 奇异 分 量 为 


1 A 4 
Rua = NUES rf * 
引 人 一 对 矢量 [ 见 (5.20.1) f0(5. 20. 2) X] n, 2 n20,,a 21,2, ET HE CT BUR F, 
H.5 1 -JEX e* 对 偶 , 则 有 


(5.21.9) 


1 


Ras = 2 R rog Ta oT nj. 
为 了 证 明 当 5—0 时 Ran 的 形 为 类 似 5 函数 ,考虑 积分 
p, = Í, ER E ^e ^e ^e. (5. 21. 10) 


式 中 小 盘 D, 围绕 着 视 面 3,0<x<e. TE (S. 21. 10) RH, v(x,0, y) 是 一 个 试验 函 
数 ,在 矢量 下 的 轨迹 上 为 常数 . 可 以 把 它 展开 : 
v(x,8,U) =v0(0,p) + v, (0,4) 7 
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=l yp) + b3$9»(8,4)y +e” 
记 住 (69,w) 是 视界 上 的 坐标 . 把 (5. 21. 5) 和 (5. 21.9) 式 代入 (5. 21. 10) 式 ,得 到 


ln, = [ay hi +a 497 + d idr 


- asin“ od) frm tab) y, +.)e ae’, (5. 21, 11) 
(5.21. 11) 式 中 ,我 们 先 在 正 交 于 5(9,y 固定 ) 的 子 空间 中 对 e+ ^e 积分 ,然后 再 
在 视界 上 做 积分 | e ^ ,得 到 


$(dr — asin “gd 由 ) = ep. (5. 21. 12) 


XP BUSCO. y) 固定 时 Killing 矢量 下 的 闭合 积分 路 径 
35 b—0 Bf, (5.21. 11 ) 30h y HRH ER erba , 故 


"uli. p = l-a 

[ dy Io = E (5.21.13) 
Fi (5. 21. 11) ~ (5.21. 13) 35, 4 5—0 if, IE SJ By = (P, -0 )/ m «a + 站 ,最 
后 得 到 

Ij = 2n(1- a) [n (6,4) 8€ ^ e, (5. 21. 14) 


由 于 此 式 对 于 任意 小 的 均 成 立 ,我 们 得 出 结论 ,在 极限 b—0 F, Ran 的 行为 类 似 
T 8 函数 . 注意 到 矢量 n, 55 X IESE ,我 们 得 到 
Rs -RZ*2n(1-a)[(n'n,)(n'ny) - (rng) (n'n,) lêz, 
Ry = RY + 2ar(1 - a) (n*n, Jôs, 
R=R+4n(1 - a)8s. (5.21.15) 
式 中 5, 是 8 函数 


[e sere ne = [fe net, 
(nn,) = y nin’. 
特别 是 ,由 (5.21. 15) 式 可 以 得 到 
| Re ^g ^a ne = af Re! ^e ^e ne +4n(1—a)Ay. (5.21.16) 
stp A, =j e ^ e* J& IREE. 对 于 KN BEAL,R =0. 显然 ,(5. 21. 15) ~ (5.21. 16) 
式 和 静态 情况 下 得 到 的 结果 相同 . 


5.21 顶 角 奇异 性 和 曲率 张 基 ellis 


为 了 应 用 ,还 需要 知道 曲率 的 二 次 缩 并 在 空间 E, 上 的 积分 . 根据 (5. 21. 15) 
式 ,R 不仅 含有 及 项 ,还 含有 (1 -a)y 的 贡献 因此 ,可 以 得 到 一 个 形式 上 的 结果 
[5 = af, E +2(1 -a)[ %, &o((1-a)). (5.21.17) 
th X, 表示 张 量 A SEAT A UBI X 09-3 5:8] LMR. 上 式 定 义 得 并 不 好 ， 
HA Æ 中 含有 [ (1 -a)5:】 项 . 幸亏 它 是 (1 -a) 的 高 阶 项 ,我 们 把 它 放 到 了 最 
后 一 项 中 . 
有 人 曾 就 静态 情况 得 到 了 (5. 21. 17) 式 . 为 了 在 K-N 度 规 下 证 明 这 一 点 ,我 们 


必须 写 出 视界 了 附近 的 度 规 (5. 19. 5) ,并 包含 所 有 À 阶 的 项 . 考虑 到 前 面 引 入 的 
规则 化 函数 , 度 规 可 写 为 


212.2 
dsl, -byf(y) dy? + Ye (dr - ásin'6d$)* 
; 了 


“2 *2y2 ~ ELT 
+ 5E ey ALA + wa + =a 


(2-a)) - . a ? 
x (1 - E XU f by sin’6( do + 2-2) 


- rU * z 2 drar. (5. 21. 18) 
曲率 二 次 缩 并 (用 A 表示 ) ,可 以 形式 地 写 为 
JS = A «Tap + Lle * o(b*). (5. 21. 19) 

式 中 函数 4, B, C 不 依赖 b, EAR AUG BU E SC FC) 的 导数 . 

由 于 号 附近 ,积分 的 测度 与 如 成 正比 ,再 注意 到 f(y) 的 导数 行为 是 f(yY) ~ 
(1- a) , 便 可 知道 (5.21. 19) 式 中 第 二 ,三 项 积分 后 在 极限 5 一 0 下 分 别 得 到 
(5.21. 17) 式 中 的 第 二 、 三 项 . 

经 过 直接 和 宛 长 的 计算 ,在 极限 50 下 ,得 到 


[ RR, af RR, +400 - a) x [R.*o((072)), (5.21.20) 
f, Rs = af RowRew +8m(1-a) x [Rags + 0( (1 7 25). (5.21.21) 
式 中 
R,, = a S.- 


Rus = TVEP E Male nyng 
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在 计算 过 程 中 ,我 们 用 到 了 三 附近 的 积分 测度 
Mg, F p. Malt, 4» 
其 中 的 ps = (P, - â? )sinéd6dp (O<y<27) I Xii EGRE, linc, = 
abf (y)dyg(0<XY<2r) 是 规则 化 圆锥 面 C., 上 的 测度 . 对 于 R 的 积分 ,我 们 
得 到 


[8 = o((1 - a)?). 
Hit K-N 度 规 满足 玉 =0, 上 式 与 期 望 的 结果 
[R = af R +8001 -a) [R +o((1 -a)’) (5.21. 22) 
一 致 
对 于 含 顶 角 奇异 性 的 稳 态 度 规 ,我 们 得 到 了 与 静态 情况 一 致 的 结果 
(5.21.20) ~ (5.21. 22) 式 . 


对 于 KAN EM, ERAH S HH 


lp, LR E (Ad +8mr,) - (d +6mr,) p. 
2 abab 一 2121 一 ^ , 


^2 
SR,, = R, =R, = 4 (5. 21. 23) 
在 三 上 积分 ,得 到 
- ALT ^2 (2 _ 22 «i: 
[Ros = gy Set tan E (ret) 
ad i r, ar, 
ag > » ~ 
[ A. = 4T z[: 十 人 (5. 21. 24) 
= y" 2ar, r,-a 


将 这 些 式 子 解析 延 拓 , 回 到 参量 a。 和 4 的 实数 值 ,需要 做 代 换 


过 人 2 2 e 
q 7-74, a 2-68, rle4, 


^ 


(^) = 2 arctan(). (5. 21. 25) 
a 


5.22 PAZEI AV 


人 们 对 温度 为 了 = (28) ”的 统计 性 场 系统 应 用 欧 氏 路 径 积 分 方案 时 , 虚 时 
[n] 的 周期 为 2m8. 这 对 于 度 规 不 含 7 的 静态 场 适用 ,只 要 把 Killing 矢量 a, 的 积分 
曲线 以 周期 2m8 闭合 就 行 了 . 

在 旋转 黑洞 的 情况 下 , 须 闭 合 矢量 K[ 见 (5. 19.4) 式 ] 的 积分 曲线 . 结果 对 于 
任意 的 B 得 到 项 角 空间 E, 这 一 几何 已 经 描述 过 了 . 于 是 配 分 函数 为 
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Z(B) = [[D, expl - 159,21. (5.22.1) 
式 中 物质 的 欧 氏 作 用 量 1 是 对 空间 E, 而 言 的 ,物质 场 p 加 上 了 边界 条 件 ( 周 期 
tE). StH 
S = - (Bà, - 1)InZ(B) | gp, (5.22.2) 
虽然 KN 度 规 是 以 电磁 场 为 源 的 爱 因 斯 坦 场 方程 的 解 ,但 是 引力 作用 量 却 总 要 被 
量子 修正 引起 的 高 阶 曲 率 项 所 修正 . 这 样 的 R 项 必须 一 开始 就 考虑 进来 ,其 裸 党 
数 (cy,ca sycys)( 主 级 ) 用 来 吸收 单 圈 无 穷 大 . 于 是 , 主 级 引力 作用 量 泛 函 为 


We = J e's( A cA +k + c RR" + o, R,GR"7*). (5.22.3) 


dis f ERITI AES IA RUA Tfl A PER HE SX, CS. 22. 1) 和 (5. 22.2) 之 后 
做 为 作用 量 (5. 22. 3) 的 复制 品 而 得 到 . 应 用 式 (5.21. 21) ~ (5.21.23) ,我 们 得 到 


S(Gssc1s) = ics - | (8me, sR + Ame, ^R, mo, Ruus) » (5.22.4) 


这 正 是 静态 情况 的 表达 式 . (5. 22. 4) 式 对 离 壳 情 况 是 成 功 的 ,因为 我 们 并 未 要 求 
度 规 满足 任何 场 方程 . 即 壳 时 ,必须 把 KAN 度 规 满足 的 场 方程 尺 =0 RAER. 
在 单 图 水 平 上 ,物质 作用 量 为 


Ig = zh, ce". 


配 分 函数 为 
InZ(B) =- iun det(Oze) , 


Ripo = V, V^ 是 顶 角 空间 E, 的 拉 普 拉 斯 算 符 . 在 Dewitt-Schwinger 固有 时 间 表 
象 中 ， 


Indet(-0) =- E re). (5.22. 5) 
在 4 维 情况 下 有 渐 近 展开 式 
tr(e™) = Zas. (5.22.6) 
对 InZ 的 发 散 部 分 有 
(InZ)4, = ar +a,e” *2a;ln 2). (5. 22.7) 


式 中 工 为 红外 截断 . 众所周知 ,对 于 有 顶 角 奇异 性 的 流 形 ,(5. 22.6) 式 中 的 热 核 系 
数 是 标准 部 分 和 项 角 部 分 之 和 ; 

a, =a, t6,., (5.22. 8) 
标准 系数 a* 与 光滑 流 形 的 情况 相同 : 
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i aln om NE ndo 


a [1| [ER 
ay = | (LR GR -LRR - R 
? Ji\180 mm 180 ” 30 72 
而 来 自 奇 异 面 瑟 的 部 分 为 


a, == 0e (1 + Alet? = 2tr(K - «)]) 


a 3 a 
4 
x /ydig -Z Ua) (À,, -2R... 
180 a N  — 


+ pee + Aal &** -2Tr(k * K) ]) /yd'. 
AP A, AA, 为 常数 ,ks,(a=1,2) 是 相对 于 n" Bii X AR, e =g, tr xk 
! K) EE 

把 (5. 22. 2) 式 应 用 于 (5. 22.7) 式 ,并 考虑 到 az ~ a, 8T DL 48 HAE RT 
修正 : 


1 | ts 1 if nme 
E. eer oe Se E EE: i E 
w 7 gme s+ alt l6 as]. Ru 2R ) 


+ iss ool * aa As = 3g) fn teo] 
(5.22. 11) 
RIAR, HGS A BS a) BERICHT rl ESL TE A TL S 00-25 RE AB R A 
Ru, ,也 依赖 于 的 外 曲率 的 二 次 缩 并. 静态 情况 下 ,此 外 曲率 为 零 ,(5. 22. 11) € 
"E i 3E BHL CS. 22. 4) 的 形式 . 这 一 点 使 人 们 对 任意 静态 黑洞 证 明 , 炳 的 所 有 UV 发 
散 均 被 主 级 引力 作用 量 中 引力 常数 的 标准 重 正 化 所 吸收 , 要 同样 地 分 析 K-N 黑 
洞 , 则 需 研 究 旋转 荷 电 黑洞 视界 面 的 外 几何 . 此 时 有 ( 见 5. 20 节 ) 


K'k* = tr(k。K) = 0. 


这 使 得 K-N 度 规 情况 下 系数 (5. 22. 10) 和 (5. 22. 11) 式 与 静态 的 相同 . 

因此 ,(5. 22. 11) 式 的 5 与 主 级 炳 的 形式 相同 , 重 正 化 对 稳 态 黑洞 也 成 立 . 在 
某 种 意义 上 这 是 自然 的 ,因为 静态 黑洞 和 稳 态 黑洞 的 经 典 热 力学 表述 是 一 样 的 , 因 
而 可 以 预见 这 对 于 量子 情况 也 成 立 . 

E K-N 背景 下 考虑 (5.22. 11) X. 把 (5.21.25) 式 和 尺 =0 代 人 ,并 做 解析 延 拓 
(5. 21. 26) 式 ,最 后 得 到 K-N FR S] TA 
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l l 3g r.+a° 
Sa, = Snot? + rat = PAL + kreta) P "arc ( £)] jin é, 

(5. 22. 12) 
step A, =4m(r a) BAL X EE. ERR a—0 下 ,此 式 变 成 RN IGI BS. 
奇怪 的 是 ,在 无 荷 (9 = 0) 的 情况 下 量 修正 (5. 22. 12) 不 依赖 于 转动 参量 a, 而 与 施 
瓦 西 洞 的 量子 烂 相同 . 为 什么 会 这 样 ,现在 还 不 清楚 . 

用 顶 角 奇异 性 的 欧 氏 方案 处 理 黑洞 热力 学 对 静态 情况 是 很 合适 的 . 由 此 可 以 
得 到 静态 黑洞 的 经 典 烂 和 量子 炳 .我们 已 指出 ,经 典 的 静态 和 稳 态 黑洞 热力 学 的 表 
述 是 相同 的 , 一 个 基本 假定 是 项 角 奇 异性 方法 也 适用 于 旋转 黑洞 . 

本 节 中 我 们 按 此 思路 进行 了 计算 和 讨论 . 我 们 研究 了 K-N 度 规 的 欧 氏 几何 ; 
建立 了 视界 附近 的 顶 角 奇异 性 ,并 得 到 了 曲率 的 5 函数 行为 一 一 与 静态 黑洞 的 情 
况 非常 相似. 

表述 静态 虚 洞 量子 热力 学 的 主要 一 点 是 证 明 量子 物质 引起 的 黑洞 业 的 UV 发 
散 可 以 由 主 级 引力 作用 量 中 看 合 常数 的 标准 重 正 化 消去 . 这 使 得 糊 成 为 定义 得 很 
好 的 量子 场 论 量 . 我 们 证 明了 ,对 于 K-N 黑洞 ,由 几何 不 变量 表示 的 Suv 像 静态 情 
况 一 样 有 具有 与 主 级 米 相 同 的 形式 . 这 说 明 重 正 化 对 静态 和 稳 态 黑洞 都 适用 ,只 要 对 
量子 热力 学 的 处 理 正确 . 


5.23 Dirac JE SH 


本 节 根 据 离 过 方法 中 的 砖 墙 模型 ( 见 5.5 节 ) ,讨论 Dirac HERA, AIK 
于 施 瓦 西 背景 下 Dirac 场 的 自由 能 和 米 的 表达 式 ; 所 得 针 果 和 de Alwis FRAZA 
积分 方法 得 到 的 结果 一 致 

旋 标 架 形 式 的 Dirac 方程 具有 形式 


(D+e-p)F, +(8+m7-a)F, = pnt, 
(A'+p-y)F, + (8+B-7)F, = ta, (5. 23. 1) 


(D*s' -p')G, -(8* m -a')6, = gh 
i 


(A' +p" *y')G, - (*B' -7°)G, = gl 
旋 系 数 与 零 标 架 之 间 的 关系 为 


acl, mr mu s m), p= dnm, 
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和 


B= i Ly nm” -m FT =- nm, 

y= F honn m, In"), p -npm , (5.23.2) 
eT mous), 7 = Lymn’; 

D =ð, A’ =n", B8-m'à, 8 = m0,. (5.23.3) 


施 瓦 西 度 规 对 应 的 零 标 架 选 为 
| "CIN S 
= (54,0,0, m = G(r’, -A,0,0), 


dt l i 
m" = A 5): 


m" = (0.0.1. - 315. (5.23. 4) 

KB A =r -2Mr. 8| A 4 分 量 旋 量 

F, 2e" e" "rf (r,8), 

Fete), (5. 23. 5) 
| ete g(r,0), 


G 
G, =e e'™ rg, (7,0). 


ll 


此 时 (5. 23. 1) 式 可 写 为 
D UERSUM jum. 


Arf, - 25 f, =- rg, (5.23. 6) 


Sg. - os = uf ' 


AG ng, + 426g, = — J2iurf,, 
其 中 ， 


or r-M 
a =ð, -iE 7 +2n F3 


" l 
r = ð, EIC +205, 


S 


(3:23. 7) 


AI, T + ncoté, 
sing 


m 
# =a, -—— + ncot. 
" * — sinB Mu 
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4 
fi (0,8) = Raal) Oal), 
f(r,8) = Raal Onal), (5. 23. 8) 
g.(r,é) = R,n(r) Oak), 
g(r,0) = R,4(r)8,,,(0), 
TATE. 为 了 简单 , 令 us =0, 即 只 考虑 旋 量 场 无 质量 的 情况 ,我 们 得 到 
AST ASSR s 一 AR s. 
GAT Ras = A Ra, (5.23.9) 
Bn + A 8,4 20, 
afaa tN Oa. 20, 


即 

dR. dR. E „o idEP(r-M 

A- o *(r- M) 3 十 [E5 - zier + EC 10 v ) -a [Ras 

= Ô, (5. 23. 10) 
dR dR, 24 mete 

A RAR e3(r- M + [EM voies BEM ac y] 

r 
=0, (5.23.11) 


l d. d m DT.) | ] 3, mcos 1 | 
1 dingt- na —— : 8. 
las gin? T 7 unio ^^ | uso ou 5 V 


= 0. (5. 23. 12) 
径 向 方程 可 以 用 WKB 近似 方法 求解 , 角 向 方程 可 以 化 为 勒 让 德 方程 ,Dirae 方 
程 的 角 问 解 可 写 为 形式 
eO, (0) = Y.CO' ,9). (5. 23. 13) 
因此 ,Dirac 场 的 4 分 量 波 函数 可 写 为 形式 
$ = [F Fa, G, G] - [rR.R,,R,,r R ]J'Y,(9,)e ^. (5.23.14) 
PART Jor E, FER HH 8E— 4p TONS T D 52488 ,然后 再 相 加 , 便 可 得 到 Dirac 场 
ip 
对 于 FF, 分 量 , 利 用 砖 墙 法 , 设 波 函数 在 靠近 视界 4 范围 内 为 等 : 
F(r)=0 (rery+h), (5. 23. 15) 
Aeh ry =2 有 ,为 非 负 小 量 的 紫外 截断 因子 为 红外 截断 因 于 Lr. 
F, 的 径 向 分 量 满足 方程 


^R dR 4 epi E 
ATA (r- M) ———Á EP. gig, + MD E -° Ras - 0. 
r : 


(5. 23. 16) 


BIH Ra =e" ,运用 WKB 近似 可 得 
K = (1 =) iis =) g 5 | (5.23.17) 


AHP K 28,5 Cr) Hg iy eR. 
假设 所 研究 的 Dirac 场 处 于 Hartle-Hawking 真空 态 , 此 时 Dirac 场 的 温度 应 该 


为 Hawking 温度 Ty = 2 = ziyy 根据 正则 系 综 理论 , 费 米 体系 的 自由 能 可 表示 为 


Bf, =- 2, intl +e"), (5.23. 18) 
必 为 半 经 典 处 理 , 视 能 态 为 连续 分 布 , 因 而 求 和 改 为 积分 
Y = [dEg(E). (5.23.19) 


RH g(E) 为 态 密度 ,g(E) =E (天 ) 为 微观 态 数目 , 即 
P(E) = ar = Y (2) + 1)n,(E,!) 


"Y l 
= Kc +1) dl — | KCE.Dar. (5. 23. 20) 


式 中 对 着 量子 数 的 求 和 也 作 积 分 处 理 , 并 且 要 求 在 积分 时 必须 保持 乓 (下 ,站 三 0. 
于 是 ,系统 的 自由 能 可 表示 为 
| dEg, CE)InC1 + e) 


_~_pal ac LAE). 
B|, ag 


-Epaf a(i -2 fara 


x (e «1? JE - (1 -M 
F r 


--28[ 2M 2/* E 
4E udr(1 -二 |) P| dE ELT (5.23. 21) 
当 [2M Al h-2.M 时 有 
L1 T (2M d a E | 
h-- A) au] u^ Pe i22) 


式 中 右 端 第 二 项 为 系统 周围 远 距 离 真 空 所 产生 的 作用 ,可 忽略 ;只 需 保 留 第 一 项 ， 
这 是 视界 的 内 豪 贡 献 , 当 h0 TES "d 


h=-3 sa RN 
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进一步 可 算得 — 


_ 了 2m (2M 
ag (f) : iri (5.23.24) 
7 Braf MY 
S 2 B(U, -A) =% =F a(S): (5. 23. 25) 
同样 用 砖 墙 法 ,可 得 F, CAN amS 
aS hea +3(r- a, [Ee + 2ipr - He = MD SEPULTI 
(5. 23. 26) 
经 过 与 上 面 类 似 的 讨论 ,采用 WKB 近似 ,得 到 
1 
[zz - aM” (5. 23. 27) 
K, = 2,S, (7). 
从 而 得 到 F, 对 应 的 自由 能 
7 [ ac ZE 
ef +1 
i; 2M\" 
=- 二 人 dg[ dr(i -=) [arena 
x (e +1)” -y - 2m) f 2" =! 
y» 2M 2 
~ by | E e a. p CS 
右 端 第 二 项 可 忽略 ,得 到 
7 T 12 
二 = --3 son Ej l (5.23. 29) 
7 2 (2M\* 
U,z Uu is e) (5. 23. 30) 
2My 
S, = S, ~= 180 m= =|. (5.23.31) 


分 量 G, AG aL sh MTR, MAREN. EAT ST BS EI dr RE A FP, 
的 分 别 相等 . 这 样 ,最 后 得 到 


7 2m (2M\* 
= af o a 5. 23. 32 
F = 4f, 2 45h\ B ( ) 
7 gm 
TRA 5. 23. 33 
$248, 一 也 sa ( ) 


车 紫外 截断 因子 与 标量 场 的 情况 相同 , 即 
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1 
Una (5. 23. 34) 
再 代入 史 瓦 希 黑 洞 的 
1 27 
B= pay = 80M, (5. 23. 35) 
n] FERIS jV, 
7 7 An 
S = F747™M = (5. 23. 36) 


5.24 ” 共 形 场 论 方法 


如 前 所 述 ,黑洞 Bekenstein-Hawking W H5] AE th 7J ^38 28 FO OF 2€ Je AMET 2 2 
注 的 问题 . 最 近 , oA RYE fe PL Aad A S5] E TE 5 AS AR Ted AER] DE YT 2J ^68 UR. 
的 研究 中 取得 了 一 些 进展 . Brown and Henneaux 48H : * AdS; 的 渐 近 对 称 群 由 Vira- 
soro 代数 生成 . 因此 ,在 AdS; 中 的 任何 引力 量子 理论 都 是 共 形 场 理论 .” 由 此 ， 
Strominger 发 现 , 对 于 视界 邻 域 几何 为 局 部 AdS; 的 黑洞 ,用 共 形 场 的 渐 近 态 密度 可 
f3 8| Sit 7J SET. 其 结果 与 黑洞 的 Bekenstein-Hawking AH [p]. 这 表明 ,通过 在 AdS 
时 空 边界 上 建立 起 共 形 场 论 ,我 们 就 可 对 黑洞 炉 进行 统计 力学 解释 . Strominger 方 
法 有 两 个 明显 的 局 限 性 . 其 一 , 它 只 适用 于 (2 +1) 维 AdS 时 空 . 此 时 ,相关 的 Vira- 
soro 代数 具有 自然 的 几何 意义 :它们 是 三 维 AdS 时 空中 二 维 边界 的 对 称 性 . IS A 
理论 中 有 些 黑洞 的 视界 几何 与 (2 +1) 维 Ads 时 空 类 似 ,但 许多 其 他 的 黑洞 (如 
Schwarzschild 洞 Kerr illl , Kerr-Newman 洞 Dilaton ili] , Einstein-Maxwell 
Dilaton-Axion 黑洞 等 ) 没 有 这 种 性 质 . 其 二 ,由 于 Virasoro 代数 建立 于 空间 无 限 远 
处 , 它 不 能 检测 时 空 内 部 几何 .例如 ,多 黑洞 解 每 个 视界 有 自己 的 烂 ,但 无 限 远 处 的 
浙 近 代数 只 能 确定 该 系统 的 总 炉 . 事实 上 ,无 限 远 处 的 中 心 荷 不 能 区 别 所 得 的 炉 是 
由 黑洞 或 恒星 引起 的 . 因此 ,我们 需要 找到 把 Strominger 方法 推广 到 高 维 时 空 及 单 
个 黑洞 视界 面 为 边界 .很 自然 ,人 们 首先 想到 的 是 把 Cardy 公式 推广 到 高 维 时 空 . 
不 幸 的 是 ,至 今 仍 未 得 到 推广 的 高 维 Cardy 公式 . 

由 Strominger 讨论 中 我 们 知道 ,在 二 维 共 形 场 理 论 中 ,从 对 称 性 可 以 得 到 态 密 
BE. 如 果 我 们 能 找 出 (n+1) 维 时 空 (n >2) 中 对 黑洞 热力 学 起 特殊 作用 的 二 维 子 流 
JE. ,我 们 就 能 得 到 二 维 共 形 场 理论 与 (n+1) 引 力 的 联系 . 当 用 半 经 典 方法 研究 (n 
+1) 维 黑洞 热力 学 时 ,所 有 有 趣 的 物理 现象 都 发 生 在 “ri 平面”. PE dB AE 26 Ho 
计算 也 仪 取决 于 “rz 平面 "附近 的 几何 . 这 一 现象 提示 我 们 ,对 黑洞 炉 的 统计 力学 
计算 有 可 能 的 两 种 方案 . 一 种 是 在 黑洞 视界 附近 把 广义 相对 论 的 维 数 降 为 二 维 , 再 
由 等 效 二 维 作用 量 找 出 相应 的 共 形 场 和 中 心 荷 . 另 一 种 是 找 出 微分 同 胚 生成 元 的 
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Poisson 代数 ,并 得 到 在 “r-t 平面 "上 具有 中 心 荷 的 子 代 数 . Solodukhin 用 第 一 种 方 
案 讨论 了 球 对 称 黑洞 (无 物质 场 ) ,他 证 明 : 在 球 对 称 黑 洞 视 界 附近 的 维 数 降低 到 
二 维 可 导致 有 合适 中 心 荷 的 Liouvlle 理论 . 从 而 由 对 称 性 可 以 得 到 黑洞 的 Beken- 
syein-Hawking Aij. 这 一 方法 有 两 个 缺点 : 降 维 过 程 中 有 可 能 导致 信息 丢失 ;对 于 由 
其 他 物质 场 得 到 的 非 球 对 称 黑 洞 , 降 维 过 程 十 分 复杂 ,甚至 是 不 可 能 的 . 

对 于 第 二 种 方案 ,我 们 得 考虑 具有 边界 的 流 形 ,加 上 一 些 边界 条 件 使 得 我 们 要 
取 的 边界 就 为 黑洞 视界 . 而 后 研究 该 流 形 中 微分 同 胚 生 成 元 的 Poisson 代数 ,特别 
是 在 “rz 平面" 中 微分 同 胚 子 代数 .我们 期 望 该 子 代 数 可 作 经 典 的 中 心 展开 , 具 
rPoU ERI Lo 的 本 征 值 A. 再 用 Cardy 公式 ,看 中 心 荷 c 和 A 是 否 能 正确 地 给 出 态 密 
度 的 渐 近 行为 . 如 果 能 行 ,我们 就 证 明了 黑洞 Bekenstein-Hawking AR A SE A H XFER 
性 决定 . 为 此 ,我们 得 先 找 出 合适 的 边界 条 件 . 一 种 可 能 的 方法 是 观察 某 坐 标 系 中 
黑洞 视界 附近 的 度 规 函数 形式 ,并 要 求 在 边界 附近 度 规 必须 趋 近 这 种 形式 . 实际 上 
这 是 把 Brown-Henneaux 选取 边界 条 件 的 方法 推广 到 黑洞 视界 面 及 高 维 时 空 . 利用 
这 种 方法 选取 边界 条 件 ,Carlip YE (n & 1) 4E28 Schwarzschild 时 空中 建立 起 了 Vira- 
soro 子 代数 ,并 由 Cardy 公式 得 到 了 与 黑洞 Bekenstein-Hawking W — CR Zeit 7J 2€ 
Tij. Soloviev 和 Das , Ghosh , Mitra tH FH UG 7r YE XT AR SACRI RE ETT Y EAE. 这 种 边界 
条 件 的 建立 似乎 很 直接 ,但 是 它 过 分 依赖 于 坐标 的 选取 , 而 且 度 规 如 何 趋 于 边界 值 
的 要 求 也 不 清楚 . 

另 一 种 选取 边界 条 件 的 方法 是 Carlip 提出 的 ,就 是 在 (局 部 ) Killing 视界 附近 
选取 一 组 合适 的 边界 条 件 . Carlip 发 现 ,对 于 由 真空 引力 场 方程 得 到 的 高 维 黑洞 ， 
当 采 用 协 变相 空间 技术 ,由 一 组 自然 的 边界 条 件 可 在 视界 上 建立 起 具有 中 心 荷 的 
Virasoro 子 代 数 . 而 后 ,利用 共 形 场 理 论 ， Carlip 计算 了 Rindler 时 空 .静态 de Sitter 
时 空 ,Taub-NUT 和 Taub-Bolt 时 空 ,以 及 二 维 dilaton 5] HAY Bett 23 ^£ 48. 由 于 协 变 
相 空 间 技术 要 用 到 Lagrange 函数 , 即 研 究 过 程 与 物质 场 有 关 , 因 此 ,Carlip 的 方法 
能 否 用 于 其 他 黑洞 (如 由 Einstein-Maxwell 场 方程 描述 的 Kerr-Newman 黑洞 Kerr- 
Newman-AdS 黑洞 .由 Dilaton 引力 描述 的 静态 和 稳 态 Dilaton 黑洞 Einstein-Maxwell 
Dilaton-Axion 黑洞 由 弱 理 论 得 到 的 黑洞 和 黑 弱 等 等 ) 需 进 一 步 讨 论 . 本 章 对 一 般 
稳 态 轴 对 称 荷 电 黑 洞 和 静态 和 稳 态 Dilaton 黑洞 进行 研究 . 

男 一 方面 , Kaul 和 Majumdar 利用 量子 几何 方法 计算 了 黑洞 的 Bekenstein- 
Hawking 的 一 级 修正 . 他 们 发 现 主 要 修正 项 具有 对 数 形式 ERIR A 


五 


Au 
S ~ — - —]ln — + const. 十 … (5. 24. 1) 


式 中 4 是 黑洞 的 面积 . Carlip CAHAR aie IIT T AREE ZI SE ETE 
IE ,其 结果 为 


S ~ So - E + Inc + const. ++, (5. 24.2) 
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式 中 % 是 标准 的 Bekenstein-Hawking ‘ff, BI So = 一 ,e 是 Virasoro 子 代数 的 中 心 葆 . 


Carlip 认为 ,如 果 中 心 荷 是 与 黑洞 面积 无 关 的 量 Carlip 认为 这 可 通过 调节 周期 B 
而 实现 ) , 则 对 数 项 的 系数 -3/2 可 能 为 一 普 适 因子 . 我 们 也 将 探讨 - 3/2 是 否 为 
普 适 因子 这 一 有 趣 课题 . 

F 面 用 协 变相 空间 方法 构造 一 般 四 维稳 态 轴 对 称 荷 电 黑 洞 和 静态 AAS dilaton 
黑洞 的 约束 代数 .在 Carlip 边界 条 件 和 稳 态 条 件 下 ,在 Killing 视界 面 上 构造 具有 中 
noe YE Virasoro 子 代 数 . 对 于 Kerr-Newman 黑洞 Kerr-Newman-AdS 黑洞 ,静态 
Garfinkel-Horowitz- Strominger Dilatoni 黑洞 .Garfinkle-Maeda 黑洞 以 及 稳 态 Kaluza- 
Klein 黑洞 ,利用 由 共 形 场 理 论 得 到 的 态 密度 研究 它们 的 统计 力学 精 . 我 们 还 将 用 

共 形 场 论 方法 考虑 统计 力学 烂 的 一 级 修正 . 
首先 ,我 们 列 出 由 协 变 相 空 间 技术 得 到 的 一 些 有 用 的 结果 . 然后 ,利用 协 变相 


空间 技术 的 结果 ,我们 把 Carlip 对 真空 情况 ,= geginer e R 的 研究 推广 到 


含 宇 宙 项 和 电磁 场 的 时 空 , 即 ,此 时 的 Lagrange PRH n — JE SKA Liao, = 


ae 

167 
1 ab 3 wn » po 

enaa, ECR 22A) +F" Fal Hh HEINE, RAIRA Carlip 边界 条 件 研究 了 稳 


AS tif FLAY) Kerr-Newman 黑洞 和 Kerr-Newman-AdS 黑洞 ,在 其 视界 邻 域 中 建立 具有 
中 心 荷 的 Virasoro 子 代数 ,并 由 Cardy 公式 得 到 了 它们 的 统计 力学 灶 . 接 下 来 ,我们 
人 研究 具有 电磁 场 和 Dilaton 场 的 时 空 , 即 lagrange 函数 的 n -形式 为 了 LIA 

[R -8 b)’ ze F |. 计算 了 静态 Garfinkle-Horowitz- Stromingerdilaton BH. Gib- 
bons-Maeda dilaton 黑洞 和 稳 态 Kaluza-Klein ZR] BJ Sit 7J 5E 48. 最 后 我 们 研究 统 
TP Ty i — SE IE. 

20 世纪 90 年 代 初 期 ,Lee , Wald, and Iyer 发 现 ,由 Lagrange 函数 的 变 分 , 即 SL 
= Eoo + dO, ff] "T We Xie 8] FEN n — JÉ SX E fI Symplectie 势 (n -1) -形式 
98, 其 中 , 工 是 n -JÉX, E86 =E; dgu + EL = (gah) RATER SI JJ AER h 
ER. BAT LN E; =0 8 E, =0. HR E 为 时 空 流 形 M 中 的 任意 光滑 矢量 

& 是 微分 同 豚 的 无 限 小 生成 元 ,我 们 可 定义 Noether Tii(n -1) -形式 为 

JL] = Olp, b] - & L, (5.24.3) 
这 里 <. RRREH E 与 相应 的 微分 形式 的 第 一 个 指标 缩 并 . 用 运动 方程 可 以 证 
明 ,对 于 任意 的 ,J 是 封闭 的 , 即 dy 20. 于 是 ,我 们 得 到 
J = dQ, (5.24.4) 
式 中 Q Æ Noether ff (n -2) -形式 . 由 Noether Fi (n -1) -形式 的 变 分 ,我 们 知道 
Sympletic Hi (n -1) -形式 
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of 6,8:6,56] = $60(6,8,0] - 8,0| 6,86] (5.24.5) 

可 表示 为 

ol 6,956,706] = JLE] - d(& OL b, db] ), (5. 24. 6) 

Hamilton 量 运动 方程 为 

H[£] = [olp 5p, 206] = [ISLE] - d(& 0[6,961) ]. (5.24. 7) 
利用 方程 (5. 24. 4) ,Carlip 边界 条 件 以 及 由 (5.24.8) 式 定义 的 (n -1)-B 


Sf é Bld] = | E Olp, ò$], (5. 24. 8) 
可 把 Hamilton & 5 2j 
HLE] = | COLE] - & Blo). (5.24.9) 
从 绪论 中 我 们 知道 ,由 Poisson 括号 可 得 到 标准 的 “表面 形变 代数 ” 
于 各] ,HE]| = ALE ,1] + KI o£]. (5.24.10) 


IP KLE, ,& | DGB EVI MAS 3 7] IAHR. 

现在 ,我 们 利用 前 面 的 结果 ,从 含 宇 宙 项 和 电磁 场 的 Largrange 函数 的 nJÉ x 
出 发 ,采用 Carlip 边界 条 件 及 稳 态 时 空 条 件 , 建 立 一 般 稳 态 轴 对 称 荷 电 黑洞 时 空中 
的 微分 同 胚 代数 . 然后 作为 例子 ,在 稳 态 轴 对 称 荷 电 Kerr-Newman 黑洞 和 Kerr- 
Newman-AdS 黑洞 的 视界 邻 域 中 建立 起 具有 中 心 荷 的 Virasoro 子 代数 ,并 用 Cardy 
公式 计算 它们 的 统计 力学 简 . 


5.25 稳 态 轴 对 称 荷 电 黑洞 
时 空中 的 微分 同 胚 代数 


这 里 ,我 们 主要 讨论 一 般 稳 态 轴 对 称 荷 电 黑 洞 . 为 此 ,把 Lagrange PAR n -形式 
BON 


1 1 7 
= | cR SON +F TA ; (5.25.1) 


式 中 e SBT GEBEN n —JESR) ,A EE BONG, Fu RERA KR. 利 
HIERA EERIE £, PHE Symplectie $ (n -1) -形式 写 为 


; 1 EI Less] fu de x , | 
9, s, ilg. Lg | = age eal 26 c E +R.E)+ F° [Fa + (£4.)4]] : 


(5.25.2) 
由 方程 (5. 24. 3) 和 (5. 25. 2) 14 


Vo i et "E a (R: = QR + S.A)E | 
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1 ee 1 
ast | Lr*rug - FEL JE + ice. F'(£A;) 
1 | 1 [e ge [ael ud | 
= O4 €Eeca yay: a a 95; 
ganea v E & f 4 ^45), (5. 25. 3) 


以 上 计算 中 ,我 们 用 了 能 动 张 量 为 本 | i RSF A | 的 Einstein-Maxwell 


方程 . 
比较 方程 (5. 24. 4) 与 (5.25.3) 得 到 


1 WT 
EET 二 | 二 'A JAE |. (5. 25. 4) 


对 于 一 般 稳 态 轴 对 称 荷 电 黑 洞 ( 如 Kerr-Newman 黑洞 和 Kerr-Newman AdS/dS 
黑洞 ) ,电磁 势 4, 、 电 磁场 张 量 F K Killing 矢量 分 别 具 有 如 下 形式 
= (Ao (r,0) ,Ai(r,9) ,A (7,0) ,As(r,0)) 
F” =- F” =0. (5.25.5) 
Wy = Xn +% = (1,0,0,0), (5.25.6) 
式 中 矢量 ww” 对 应 于 时 间 平 移 对 称 ,Xxy” 对 应 于 旋转 对 称 ,04 = - (Euo) 是 黑 
洞 的 角速度 . 
利用 方程 (5. 25. 5) , (5.25. 6) 可 证 明 


1 bg erus - 
eee A)AEg —0. 在 视界 上 (5.25.7) 


于 是 ,由 方程 (5. 25.4) 8 


b 


1 
Jue aem ecc aia ie (5.25.8) 


用 8. 表示 关于 微分 同 胚 生成 元 的 变 分 ,对 Noether 流 JLE] 2843 n] 2 
8&,/[&] = &d/[&] *d[&* J[&]] 2 dl&(Olb,4,6] - &* L)]. 
(5. 25. 9) 
把 方程 (5. 25. 9) 代 入 (5.24.7) 式 ,并 利用 方程 (5. 25. 2) ,我 们 得 到 


&,H[&]- [(&JL&] - d(&0[6,9,0))) 


een [pap] - &0[6,7,9] - &&L) 


1 b d ye cud 
167G acea | v m & V &) = e m E = &) g) | 


+ a [oyna EF ie Gas | aa seco 


5.25 FAHRT ear re aS SE HP S 4C SEE RC « 125° 


- 167C je Etan- | 2R (i E 一 & E) + & zd 5 (5. 25; 10) 
在 视界 上 ,利用 方程 (5.25.5) 和 (5.25.6) ,我 们 得 到 
Jeden aq Gel 
Ixl > 
= 人 < a Zp + | 2 +: ax | C + ıp) 
p | xl 
| x! | gue 
E 2 | : 25.61 p + FI +t° p | 
= 0， (5.25.11) 
QE AR (bbs - e) 
-he h | | - | Ended. e [xot | corr - non 
a (Kp Jl p | XI | 
= 0, (5.25.12) 
d esas SF LEGE (Eu 
= NUN 
|I xl 一 " 
m | ha ped E 9A, 
P (5.25.13) 
因此 ,可 把 (5.25. 10) 式 表示 为 
1 b d ye €,54d 
96,H[&] = InG al S m & v &) 


b 


-& 4 “Gs €. (5.25.14) 
TE BSE (on shell) 情况 下 ,生成 元 ALE, | AY“ bulk" 354 2928 , DSL IG, dod 
f£ (5. 25. 14) 的 左边 就 是 对 表面 项 /的 变 分 , 即 为 SujJ[ & ]. ATT, PR IDE 
ERJ E JSE J[& ] 的 变化 可 以 精确 地 用 Dirac FES ILE) LE] > 
示 , 即 


ò Jl& ] = | J[&], As : (5.29.65) 


于 是 得 到 


S T" pe hea 2 [6 m "E 


1 


'&) =% "1 "Eos '&)]. (5.25.16) 
于 是 ,由 以 上 的 讨论 及 (5. 24. 10) 式 我 们 得 到 如 下 关系 
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Jig], Jé] =J[{&,&}] + K[&,&], (5525.17) 
把 方程 (C5), (C6) RI(CI0) FRA (5. 25. 16) 式 ,我 们 发 现 


Jig] Jll” = 


| LORD - ZDI) -2x(XD4 - ZDF) |. (5.25.18) 
容易 证 明 
| 各 = (ZDZ -ZDR)% + 二 D - ZDI)". 
(5.25.19) 
另 一 方面 ,方程 (3. 8) 右边 为 
[E = | i yo E RE) +F [PE + (EA) a] | 


(5.25.20) 
式 中 右边 的 前 两 项 完全 可 以 用 Carlip 讨论 进行 处 理 . 由 方程 (5. 25. 13) 我们 知道 
(5. 25. 20) 式 中 的 后 两 项 不 会 对 中 心 项 KI E ,& |] 产生 影响 . 利用 方程 (5. 24.4) 和 
(5.25. 8) ,并 把 了 中 的 所 用 |1& ,& "代替 ,我 们 得 到 


J[ |& ,6 } ] 2k IDZ -FDF) 


— 1 e. 
al 167G ac yao", 5 


(5.25.21) 


-lp(ap % - GW HF) 
K 


从 方程 (5. 25.17), (5. 25. 18) 和 (5. 25. 21) 得 到 中 心 项 
1 s 
K[&,&] - l6nche Sty 


以 上 所 得 的 约束 代数 对 一 般 稳 态 轴 对 称 黑洞 都 成 立 . 下面 ,我 们 用 所 得 到 的 约束 代 
数 以 及 共 形 场 理论 研究 一 些 稳 态 轴 对 称 黑 洞 的 统计 力学 炳 . 


lpgpz - DZD KĘ). (5.25.22) 
"EU 


5.26 Kerr-Newman Syl A err EA 


在 Boyer-Lindquist 坐标 中 , 稳 态 轴 对 称 荷 电 Kerr-Newman 黑洞 时 空 的 度 规 为 
2 ioe 
ds =- Apr - asin Odd] + 十 p do d 8 ade - (r +a )dg] , 
p p 
(5. 26. 1) 
wx 中 


2 2 2 2 
p =r tacos 0, 


5.26 Kerr-Newman Blei DAM 。 127° 


A-í(r-r,)(r-r.), (5. 26. 2) 


r.=ry=M+ M -Q -a,r .=M- M -Q -a ,参数 a 是 比 角 动 量 ,M 和 0 
分 别 表 示 黑 洞 的 质量 和 电荷 . 度 规 (3. 33) 是 电磁 矢 势 为 


queo iod Odd. (5.26.3) 
p 


电磁 场 张 量 为 


F =- Mo - a cos 0)e ^e + Mrd -acos@)e ^e. (5.26.4) 
P P 


的 Einstein-Maxwell 方程 的 解 . Kerr-Newman 黑洞 具有 Killing 矢量 


X: = (1,0,0, Q;), (5.26.5) 

式 中 Oy = [f| -= = 是 时 的 角速度 . 当 引 入 周期 为 T= TWR Re u 的 积 
分 ,我 们 发 现 ,满足 方程 (C8) 和 (5. 25. 19) 的 单 参数 微分 同 胚 群 可 取 为 

T, = exp | in[ xu + Ca( - Qu) ]] ， (5.26.6) 


式 中 C. 为 任意 常数 . 把 方程 (5.26.6) 代 入 中 心 项 (5.26.22) 式 ,再 利用 条 件 
(C8) ,我 们 得 到 
K[.%,%] =- iu m Saino, (5.26.7) 
8TC 
SOP An [uuu ,=4r(r ta ) 是 黑洞 视界 面积 . 以 上 的 讨论 表明 ,方程 
(5.25. 17) 变 成 标准 的 Virasoro 代数 


i JS JL. eomm )JES S] 
其 中 心 荷 为 


C 3 
t 12" Do， (5. 26.8) 


c An 


eee. (5.26.9) 
用 方程 (5. 24. 4) , (5.25.4) (5. 26.6) 可 容易 得 到 边界 项 JZ] es 当 给 定 
T JUZ] HJR A,X FIRK ÉS x TENE ARA, ASE BERTI PAZA 
Bi oe exp) 9s A FH = exp EE (5.26.10) 
于 是 ,我 们 得 到 Kerr-Newman Sli Sit 72 £484 
logp(A) ~ - (5.26.11) 


该 结果 与 Kerr-Newman 黑洞 的 Bekenstein-Hawking A AA AGE. 
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5.27  Kerr-Newman-AdS 黑洞 的 统计 力学 燃 


早 在 1968 年 ,Carter 就 得 到 了 四 维 时 空中 的 Kerr-Newman-AdS 黑洞 度 规 


A sin 0A, 
ds = à di 一 gn “Ode 2 


" 


十 ar t XD 十 


2 2 
adt — {r +4 Jag 


= 


(5.27.1) 


2 2 2 
p =r +a cos 0, 
A, = (r * a )(1 "E -2Mr*q +p, 
A 


2.32 2 
o = 1-Tlacos 0, 


Il 


21- la, 

参数 M 是 黑洞 质量 ,a 是 比 角 动 量 ,9 为 电荷 ,p 为 磁 荷 ,了 = -A/3( 人 是 引力 常 
T. 黑洞 的 事件 视界 位 于 =r. , 即 为 入 的 最 大 的 根 . 度 规 (5. 27. 1) Einstein- 
Maxwell 方程 的 解 , 其 相应 的 电磁 矢 势 是 


fas re dos asin odg) as [a adt - aa ACT (5.27.2) 
相应 的 电磁 张 量 为 
F=- sla - a cos 0) 4 2pracos0]e' ^e 
+ EUG — a cos 0) -2pracos0]e ^e. (5.27.3) 
Kerr-Newman-AdS 黑洞 的 Killing 矢量 可 表示 为 
X; =ð, + Ond,, (5.27.4) 
AP O = | eun - AEM 的 角 动 量 . 类 似 前 一 节 的 讨论 ,我 们 得 到 统计 
JI 


Ay T r, +a 
Smere a 

该 结果 也 与 Kerr-Newman-AdS 黑洞 的 Bekenstein- Hawking Jj — BC. 
下 面 ,我 们 由 弦 理 论 得 到 的 四 维 低能 有 效 理论 的 含有 Dilaton 标量 场 和 电磁 场 

的 Lagrange 函数 出 发 ,构造 一 般 静 态 及 稳 态 Dilaton 黑洞 时 空中 的 微分 同 胚 代数 和 
具有 中 心 荷 的 Virasoro 子 代 数 . 作为 例子 ,再 用 共 形 场 方 法 计算 静态 Garfinkle- 


Horowitz-Strominger Dilaton #4 il] , Garfinkle-Maeda 黑洞 以 及 稳 态 Kaluza-Klein 黑洞 


(5. 27. 5) 


5.28 ”静态 和 稳 态 Dilaton 黑洞 时 空中 的 微分 同 胚 代数 e 129* 


In Yr 71568. 


5.28 ”静态 和 稳 态 Dilaton 
黑洞 时 空中 的 微分 同 胚 代 数 


弦 理 论 得 到 east ai ace SAY Lagrange PIAA 


Sl -aa F| 
La = Ien "| R- b)’ 3 (5. 28. 1) 


式 中 中 是 Dilaton 标量 场 , Fu Es x Es 或 Spin( )32/Z, WERE UC ) 相关 的 
Maxwell 场 ,a 是 反映 Dilaton 场 与 Maxwell 场 耦合 强度 的 参数 . 我 们 取 其 他 的 规范 
场 和 反对 称 张 量 场 Hyp VA ,这 是 因为 我 们 将 要 研究 的 静态 和 稳 态 Dilaton 黑洞 都 
是 由 Lagrange PR (5. 28. 1) 得 到 的 . 从 Lagrange 国 数 ($. 28.1) 可 导出 关于 动力 学 
H An, 中 和 g,, 的 运动 方程 

(ee p") 20, (5.28.2) 


V 


g E je" FF" 20, (5.28.3) 


Rw ^ FguR =? eo ,中 - Zil $) 


+2e c Fy F$ — Jene FaF". (5.28.4) 
以 及 Symplectic (n -1) -形式 


Orulgs lul = qr ag É 


E& RE) -E $o 


-e F" Fy + (EA), A (5.28. 5) 


由 方程 (5. 28. 3) 和 (5. 28. 5) n1 48 


2ab 


"E" -26e 


1 J 
bed = sm "YY F“ (EA, ) ， fon 


l a 
n 
R. 7% R 


E od $9) -2ce F" DER = ple | 


d | 1 [e za] -20% N 
= $a 2” ~ E F“ (EA ) ， 
1 a Š e 
dE m re Y j|, (5.28.6) 


在 上 式 第 二 和 第 ELM masc M 
(5. 24. 4) 和 (5. 28. 6) 式 表明 
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64032 prts c orae AR vue (5. 28.7) 

对 于 一 般 静 态 和 稳 态 的 Dilaton 3 ,其 Dilaton 标量 场 .电磁 势 4. 以 及 Killing 
矢量 可 写成 如 下 的 一 般 形式 

中 = $(r,0), (5.28.8) 

A, = (Ay (r,8) ,4 (7,8) ,45 (7,90) ,4 (7r,0) ) , (5. 28. 9) 

x; = (1,0,0,0,). (5.28. 10) 


方程 (5. 24. 8) 右边 为 
= af I IM 
上 BO = al Mid E +R 


E $ "中 -ee PE + (£A), lj , (5.28.11) 


前 两 项 可 用 Carlip 的 处 理 结果 . 在 视界 上 , 利用 方程 (5 28.8 ) ， (5.28.9) ffl 
(5. 28. 10) ,我 们 得 到 


tel y “bb = 0， (5.28.12) 


E) 


Ee "EGENT Fé + (£A) 4] 


bf 
J Xb F 9.4, 


-0 (5.28.13) 
因此 (5. 28. 11) 式 的 后 三 项 对 KE, ,&] 没 有 贡献 . 
利用 方程 (5. 28.9) 和 (5. 28. 10) ,我 们 可 以 证 明 ,在 视界 上 


Í fone AE "A 0. (5.28. 14) 


FFE, (5.28.7) RE B 


人 os 25 eccl te "ES (5.28.15) 


对 Noether 流 变 分 得 òs JL & ] -d[ &(9[ b, Le, 中] -&* L) ] . 我 们 从 方程 (5. 24. 7) 
和 (5. 28. 5) 知 


BALE] = | (601d, 4,6] - &6[0.2,6] - &&L) 


isch tel g ëg O -E Eg ED 


1 | 
i eae zs 1 EF A Fé ct (& A.) 4] 


5.28 AS AIRGAS Dilaton 黑洞 时 空中 的 微分 同 胚 代数 < 131. 


a pf e ‘ | 
B EF [Fé + (&4.) y] | 


1 Meh » " 
E 167G fave [4R, (£1 -6&) +E E&L] 


7 Fol e (EE = &&) 中 中 . (5. 28. 16) 
利用 方程 (5. 28. 8) ~ (5.28. 10) 以 及 ,我 们 发 现在 视界 上 有 如 下 关系 式 
a ype a e b = [1 alee . 


-| Pp ee p (ADA - FDA wh $ 
= 0, (5.28. 17) 
把 方程 (5.28. 13) , (5.28. 17) , (5.25. 11) 和 (5.25. 12) 代 入 (5.28. 16) 式 ,得 到 
BALE] = Loc euulg of Eg ‘ED 
a v Te "Ej (5.28.18) 
对 于 即 过 情况 321] 8&,H[& ] 28,6] = JL] jD& 1] .于 是 
IJLE JUS TI! = uon eg of “Eg “ED 
-e of E [3 (5.28.19) 
[El Jel =- ecol. & | HIDE - AD F) 
-2k EDZ - ZDK) |. (5. 28. 20) 


对 于 满足 条 件 (C5) 和 (C6) 的 单 参数 微分 同 胚 群 ,容易 证 明 


a M tes MER, 1 2 oor nS 
16,6 = (ADR - XDA)X + DIDA - EDK) p". 
p 


(5.28.21) 
Hamilton Œ (5. 24. 9) 3X Hi 两 项 组 成 ,但 是 由 方程 (5. 28. 12) 和 (5.28. 13) , 以 及 关 
Fe 9 的 讨论 ,我们 得 到 


JLI 811 =f, e 


Corr (Lee eee nen ee 
2«( ADA - ADF) --D( FD F - .GD 4) |. 


(5.28.22) 
对 于 即 壳 情 况 ,(5. 24. 10) 式 可 写 为 
HUI& 1,L& 1!" -J[í(&,&]] * K[&,&]. (5. 28. 23) 
其 中 心 项 为 
K[&,&] = LL e. HADID - DZD RA). (5.28.24) 
16m Gc K 
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有 趣 的 是 ,代数 (5. 28. 23) 式 以 及 有 关 方 程 (5. 28. 20) , (5. 28.22) 和 (5. 28. 24) 适 
用 于 一 般 稳 态 轴 对 称 黑洞 , 它 与 前 一 节 相 应 的 结果 具有 相同 的 形式 . 我 们 将 用 这 些 
结果 计算 一 些 静 态 和 稳 态 Dilaton S] BET AEN. 


5.29 Garfinkle-Horowitz-Strominger 
Dilatonic Efi] AY Zr EMA 


Garfinkle-Horowitz-Strominger ( GHS )  Dilatonic i HH Oy f£ (5.28.2), 
(5. 28.3) 和 (5.28.4) 的 解 描述 ,其 具体 形式 如 下 


! 3 
de -| 1 eg ge booa dü eum dg Y4- 05 26:1) 
E p 1 _ 2M 
r 
其 中 ， 
2 2 
-2$ _ -26 Q P : re 7 Q 29 

e =e M F = QsinOd0^do, a 2M (5. 29. 2) 


Q 是 磁 荷 . EA T DS 8 LR PRC u, DU Tj AL ARE ( C8) 和 (5. 28. 21) 式 的 单 参数 微 
分 同 胚 群 为 


a T i 
JZ = Lex x (5. 29. 3) 
从 方程 (5. 29.3) 和 (5. 28. 24) 得 到 中 心 项 
du VeL. iA, Qm 3 
K[.2,,5] = LEE (5.29.4) 


SOA An = cew Amr. (r, -a) 黑 洞 视界 面积 .于 是 ,方程 (5.28. 23) 变 成 


i{ [ZRF = (m-n) J Kan] + em Ss, (5. 29. 5) 


12 
相应 的 中 心 荷 是 
c An 2m 
12 8nG KT" (5. 29. 6) 
用 方程 (5. 24. 4) , (5.28. 7) 和 (5. 29.3) 可 得 到 J[.%] 
"am > Au KT 
JLZ] =A = 7 aa. (5.29.7) 
因此 ,由 标准 的 Cardy 公式 得 态 密度 
An Fe out 
Bye aues [s 5.29.8 
WA RBE 2 | zu ( ) 
“4 AM 438 T XC Euclidean 黑洞 的 周期 时 , BI 
7 = =, (5.29.9) 


K 


5.30  Garfinkle-Maeda Dilaton Whit eM 。 133e 


BAS BS SE BS ETT 73 27605 
So ~ Inp( A) = an TT, (r-a), (5. 29. 10) 
4G G 
与 其 Bekenstein-Hawking Wi — 2. 


5.30  Garfinkle-Maeda Dilaton 
PE a A TE ZJ 2E 


MA sx il ye BY 4I BE XC Largrangian (5. 28. 1) 3X 1$ 8l RS Garfinkle-Maeda ( GM ) 
Dilaton 黑洞 为 


E -a2 Z ati 
ta? 2 n 
à! --|1 T4 1 r 1 a pate Ica 
ps r) | | E 
2 D ] e: 2 .2 3 
tr|]-— (dO + sin 0do ), (5.30.1) 
| Ey 
相应 的 Dilaton 标量 场 为 
f 2a 
中 +02 
ev = E Qr uu (5. 30. 2) 
t r 
Maxwell 场 是 
F = Sardar, (5. 30. 3) 


式 中 r=7, 是 黑洞 的 事件 视界 . 当 aw=0,r=r- 内 部 Cauchy 视界; 然而, 当 aw>0 时 ,r 
=r. 是 奇 点 . 黑洞 的 质量 W 和 电荷 O 与 参数 Hr 的 关系 为 2M =r, + 
E 


fe 和 Q = ry Ege 


1 +Q 


1L1+Q | 


该 黑洞 的 Killing KEE X i = 9 . 单 参 数 微分 同 胚 群 为 
X 


i xd pen 
= PES T ul. (5. 30. 4) 
利用 标准 的 Cardy ZxxX , 5 fti D 28 WAY ob P3 BBC ty 26:083) 
n Au 7 ur. ( NE genes 
WAAC k= ee) (230:3) 
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它 完全 与 其 Bekenstein -Hawking jj — BL. 


5.31 稳 态 Kaluza-Klein 黑洞 的 统计 力学 焕 


当 取 运 动 方程 (5.28.2) ，(5.28.3) 和 (5.28.4) 中 的 w = 8 时 ,所 得 解 就 是 
Kaluza-Klein 黑洞 度 规 


debe IU GNU d +| B(r +a) + dud sin Ode 
B B ll-» B 
+ Bap + BXd6, (5.31.1) 
式 中 ， 
2mr | vz |? 
Z=7S, Bz|] 
5 > [ + 1 E a > 
S=r tacos 0,A, =r +a -2mr, (5. 31. 2) 
a Al v 分别 为 旋转 参数 和 速度 . 黑洞 的 质量 M 电荷 0 以 及 角 动 量 J, 由 下 列 关 系 
2 
Iii M -m T ,0 = p = 一 上 .Dilaton 标量 场 . 矢 量 势 和 Kill- 
2(1-v) l-v aw 
ing 矢量 分 别 为 
= 一 SB, 
DEM Ee Ais i CE SM 
2(1-v)B 2 l-v B 
X: = (1,0,0,0,). (5.31.3) 
KI JF A1 ELS BN t [e] SEE RT SCA 
PE. E | 
I = 元 exp| im qu Eg Qu) | i (5.31.4) 
IP L 是 任意 常数 . 由 方程 (5.31.4) 得 到 中 心 荷 
C An 2m 
1 eae (5. 31.5) 
2 4 
式 中 An = [oce | et 六 -让 |, 即 黑洞 的 面积 .边界 项 JATA 
-v 4 —U 
By (5.24.4) , (5.28. 7) 和 (5. 31.4) 式 求 得 
D An KT 
JZ] =A pedem (5.31.6) 


用 标准 的 Cardy 公 N 式 得 态 密度 


5.32 iz 7J5 8 EDS UE AE GHI s: 135 


| Au [2m 


! 
A 4 C QU et 
p(À) ~ exp) 2m je eus M cue 2 | em (5.31.7) 
当 我 们 取 了 = < 时 ,得 到 与 Bekenstein -Hawking J FH“ AUB J ^£ 48 
So ~ Inp( A) = Lm A mo + | m i. (5.31. 8) 
4G G ll zm "s NI SU): 
5.32 FR WSC ERIR R TE BT I FE 
Carlip 证 明 态 密度 为 

p(A) = ae -1/7). (5.32.1) 


对 于 很 大 的 ZE - 1/7) E T 5$ 3 p(A). 因 此 ,只 要 .9 的 虚 部 在 鞍点 足够 
大 ,(5.32.1) 式 的 积分 可 用 最 陡 下 降 法 计算 . 
以 上 积分 具有 如 下 形式 
I[a,b] = fare" 7). (5.32.2) 


其 指数 存在 极 值 点 = = E Z MEE PHBE FF , FBS 


_ pur db rr0)? Lm [ b Js 
Hab]  Jagre EPH) =| - 1S 
LY aed 


e" PAK). (5.32.3) 


把 方程 (5. 32. 1) 5 (5. 32.2) 比较 ,我 们 得 到 


C [5 
a ^34 ^ b = 54 5e (5. 32.4) 
因此 ,如 果 令 cu =c 7 24A, , 则 含 修正 项 的 Cardy 公式 为 
Cott > f | 
“(A) m 2X Pp} pie € |rp( A). 3.32.5 
Pe, CA) 96(A - £) exp 2 [6^ ue ). ( ) 


KRZ I& BETTE 71 5E 8 ARETE, DR BAY Cardy 公式 (5. 32.5). 
AR 35 d TT pO TE ON Y fS E EIER ETE ZISE E NU Bekenstein -Hawking 


Tic ELM. T OU Euclidean 黑洞 的 周期 了 = 75. [Ue EF 6 REIR 


E Ai 5.32.6 
12 8m«C (8:52. 8) 

An 
(5.32.7) 


~ 8mG 
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把 该 结果 代入 公式 (5. 32. 5) ,我 们 得 到 售 修 正 的 黑洞 统计 力学 炳 


An 3, Ay 
S= a jin 4 + Inc + const. 
An 1 Aun 
= 4 5h34 t const. , (5. 32. 8) 


式 中 的 第 一 行 中 的 第 二 第 三 项 具有 对 数 形式 且 与 Carlip 结果 (5. 24.2) 3X —8&. £A 
而 ,以 上 推导 表明 :为 了 得 到 与 黑洞 Bekenstein - Hawking 炉 一 致 的 结果 ,我 们 必须 


JE TIR Euclidean 黑洞 的 周期 , 即 了 = 所 ,因此 我 们 不 能 像 Caqip 所 预期 的 那样 
通过 调节 周期 使 中 心 荷 变 成 与 黑洞 面积 无 关 的 量 . 注意 到 这 一 点 ,我 们 发 现 对 数 项 
的 系数 是 - 7. 由 此 我 们 得 到 新 的 炉 界 表达 式 


ER 


1/2 
BH 


S, = ln (5.32.9) 


An n usd c 
式 中 S = y 这 是 比 Bekenstein WA 5E J^ AY jr A. 应 该 注意 的 是 ,我 们 得 到 的 对 
数 项 系数 与 Kaul -Majumdar 从 量子 几何 方法 得 到 的 结果 - 21]. 这 两 种 结果 为 
什么 出 现 差异 值得 进一步 探究 . 
5.33 AR 哈密 顿 和 Noether fay 


为 了 阐明 Noether 荷 Q 的 含义 ,我 们 考虑 一 个 静态 背景 下 ,具有 作用 量 
bel =- Ffy "hoe m ERE) edx (5.33.1) 
的 实 标量 场 p. 这 个 场 在 3 维 区 域 及 中 的 能 量 由 能 动 张 量 确定 ， 


E = [T..£'do", (5.33.2) 


其 中 do" 是 体 元 B 上 的 未 来 方向 矢量 , E 是 类 时 Killing 矢量 . 能 动 张 量 由 
(5.33. 1) 经 变 分 得 


2 dig) 
[l-g 8g" 
在 静态 时 空中 ,能 量 E 关 于 场 的 运动 方程 是 守恒 的 . 除了 能 动 张 量 (5.33. 3) 以 
外 ,我 们 还 可 以 定义 一 个 正则 能 动 张 量 


Va EE a 


Tu 


(5.33.3) 


OF 
ab” 


10d (5.33.4) 
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RP 多 是 该 理论 关于 作用 量 1=j -gdr ZANE BR. 
对 于 静态 时 空 , (和 ) ,给 出 另 一 个 守恒 量 , 即 系统 的 哈密 顿 


H = Dauer. (5.33. 5) 
在 正则 形式 中 ,HH 起 着 系统 沿 Killing 时 间 演 化 的 生成 元 的 作用 . 一 般 地 , 张 量 7,, 和 
(和 六) 是 不 相同 的 ,它们 的 差 给 出 Noether 流 
Jn = eT), EE. (5.33. 6) 
式 中 K 是 表面 引力 .根据 Noether 定理 ,这 个 流 关于 运动 方程 是 守恒 的 人 "y ues 
0). AFH (5.33.2), (5.33. 5) X 3 | S ERE — FE , Be ec E AIG EQ H cm 2s B 
为 与 流 J 对 应 的 Noether fir. 
T, F(T ), 不 相同 的 最 简单 的 例子 是 6750 的 标量 场 . 在 这 种 情况 下 有 


J, =- ETR uG as (09) - (9) ,0€, (5.33.7) 


H-E = & ds" 1 g001'°[ (6°). - &' ox]. (5.33.8) 
式 中 dS Æ B 中 的 3 Abd IN OB 的 外 法 线 . 这 样 ,两 个 能 量 的 差 便 可 以 超 
曲面 B 的 边界 面 OB 上 给 出 . 显然 , 当 我 们 考虑 一 个 复 柯 西 面 的 时 候 , (5. 33. 8 ) 式 
中 的 边界 项 只 含有 空间 无 限 远 或 者 外 部 空间 边界 的 贡献 . 对 于 一 个 场 ,在 无 限 远 处 
减 小 ,或 者 在 边界 面 上 满足 适当 的 条 件 , 可 使 =H. 尽管 这 是 定性 的 ,但 如 果 包 中 
的 积分 区 域 被 Killing 视界 的 分 义 面 3 所 限定 , 则 此 处 场 可 以 取 任 意 的 有 限 值 . 
如 果 空 间 无 限 远 或 者 外 边界 的 贡献 只 是 不 含 上 的 Noether 和 荷 , 则 这 贡献 给 出 差 玖 
=F: 


H-E = ÉQ, (5.33.9) 
2T 


Q -2m«t[ od 6d". (5.33. 10) 
用 一 个 类 似 的 方法 ,我 们 可 以 应 用 另外 一 些 定理 来 计算 荷 Q. 自 旋 为 1/2 的 场 ,分 
析 表 明 ,能 量 和 哈密 顿 是 恒 等 的 ,0 =0. 可 以 推测 ,在 含有 高 自 旋 场 的 理论 中 0 应 
BRA. 


5.34 ETHAEE AJ 
黑洞 热力 学 和 黑洞 统计 力学 是 黑洞 物理 学 中 最 激动 人 心 和 发 展 最 快 的 领域 
我 们 已 熟 习 黑 洞 具 有 热力 学 系统 的 类 似 性 质 . 根据 这 一 类 比 ,黑洞 应 具有 炉 S = 
phe RP A 为 视界 面积 ,6 为 牛顿 常数 (我 们 取 h=c=hs =1). 人 们 把 Sw 的 上 述 
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表达 式 称 为 Bekenstein-Hawking Wi. 黑洞 具有 温度 T, = 元 ,其 中 k 为 视界 的 表面 引 


力 加 速度 . 

在 爱 因 斯 坦 的 广义 相对 论 中 ,黑洞 炉 是 一 个 纯 儿 何 量 . 这 时 仅 用 经 典 爱 因 斯 坦 
场 方程 和 微分 几何 的 知识 便 可 导出 热力 学 定律 . 如 果 把 黑洞 和 普通 的 热力 学 系统 
进行 比较 ,就 很 容易 发 现 一 个 重要 区 别 : 黑 洞 是 一 个 具有 强 引 力 场 的 虚空 , 而 普通 
物体 则 由 原子 分 子 组 成 . 普通 物体 的 微观 结构 使 人 们 可 以 用 其 微观 成 分 的 统计 力 
学 来 解释 物体 的 热力 学 性 质 .但 是 黑洞 是 否 具有 和 黑洞 粹 对 应 的 内 部 自由 度 ,这 是 
黑洞 物理 的 关键 问题 . 

用 统计 力学 方法 得 到 黑洞 炉 是 对 量子 引力 基本 理论 的 非常 有 效 的 检验 . 最 近 
在 超 弦 理论 中 就 极端 黑洞 和 近 极 端 黑 洞 对 黑洞 炉 所 进行 的 成 功 计算 就 清楚 地 表明 
了 这 一 点 .除了 超 弦 方案 之 外 ,还 可 以 沿 其 他 方向 来 处 理 黑洞 箭 的 问题 ,如 Carlip 
等 对 3 维 黑洞 炉 的 解释 和 在 圈 量 子 引 力 的 框架 内 的 人 处理 . 

我 们 下 面 讨 论 的 主要 是 关于 用 量子 激发 解释 黑洞 焙 的 方案 . 

物理 真空 的 性 质 , 尤 其 在 有 引力 存在 时 ,是 不 平凡 的 . 在 真空 态 中 总 存在 物理 
场 的 零点 涨 落 . 对 于 静止 于 视界 附近 的 观测 者 ,这 种 零点 涨 落 以 黑洞 的 热 大 气 的 形 
式 被 探测 到 .Hooft 假定 红 移 后 的 大 气温 度 为 Ts. 由 此 表明 黑洞 炉 正 比 于 视界 面 
BA A, 为 避免 发 散 ,t'Hooft 又 假定 场 在 离 视界 一 定 距 离 时 变 为 零 . 如 果 这 个 距离 是 
Planck 长 度 的 量 级 ,那么 炳 就 与 $ “可 比较 了 . 
黑洞 附近 静止 观测 者 把 真空 看 成 混合 态 的 原因 是 因为 与 视界 内 部 量子 系统 有 
关 的 信息 的 丢失 . 可 以 证 明 , 即 使 在 平 直 空间 中 ,当真 空 的 测量 限制 在 系统 的 一 部 
分 时 ,所 得 到 的 炉 也 不 会 为 零 , 且 会 正比 于 所 限 区 域 O 的 表面 积 . 对 于 非 零 自 旋 场 
和 不 同 于 真空 的 纯 态 所 得 的 炉 也 有 类 似 结果 . 非 零 炉 的 出 现 是 因为 “可 观测 的 "和 
“不 可 观测 的 ”真空 涨 落 在 Q 的 边界 上 相互 缠绕 (关联 ). 

Frolov 等 建议 把 黑洞 简 与 黑洞 内 部 量子 态 所 对 应 的 自由 度 联系 起 来 . 这 些 自 
由 度 的 密度 矩阵 可 以 通过 把 完整 系统 的 量子 态 对 黑洞 外 的 场 的 态 求 平 均 而 得 到 . 
对 于 视界 附近 的 模 , 此 密度 矩阵 是 热 的 . 粒子 成 对 产生 ,而 只 有 一 个 能 产生 于 视界 
b. Wed A ALA RY Ah PAS HP DIS Ag OR. 因此 ,统计 力学 炉 与 缠绕 相关 ,可 
以 写成 对 黑洞 外 部 模 求 和 的 形式 . 换言之 ,此 方案 保留 了 较 早 方案 的 主要 性 质 . 

AE ilsl B] — AS d E t Je AL DURER URL OE BA) e — SCR. 以 下 我 们 将 
Wyatt y sey H E. 

在 黑洞 背景 中 传播 的 场 (包括 引力 场 ) 的 小 涨 落 与 黑洞 几何 的 小 改变 有 关 . 用 
黑洞 的 无 边界 波 函 数 就 可 证 明 这 一 点 . 因此 ,量子 场 的 态 就 与 黑洞 量子 激发 的 态 
相关 . 

在 一 般 情况 下 ,黑洞 的 统计 力学 炉 与 其 “可 观测 的 ”热力 学 炉 之 间 的 关系 是 很 
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有 意义 的 . 黑洞 附近 的 量子 场 具 有 一 个 重要 性 质 , 即 场 的 哈密 顿 量 的 能 级 密度 在 视 
界 附近 发 散 . RP BTL Ta MY Ae BL. 这 种 发 散 与 理论 的 紫外 原 圈 发 散 有 关 , 且 
可 以 通过 对 牛顿 耦合 常数 进行 重 整 化 而 去 掉 . 他 们 表明 标准 的 Pauli-Villais 方法 能 
去 掉 RN SEA STE HD 8 BA BUE. 而 且 在 这 种 规则 化 中 ,最 小 看 合 标 量 场 的 炉 
发 散 性 用 标准 的 紫外 重 整 化 就 可 以 完全 消除 . 

把 S$” 与 黑洞 的 量子 激发 联系 起 来 的 思想 和 首创 性 的 文献 引发 了 对 存在 Kill- 
ing 视界 时 量子 场 的 统计 力学 的 研究 . 这 方面 的 文章 已 超过 百 篇 . 这 里 ,我 们 对 这 些 
工作 的 讨论 有 两 个 主要 目的 : 

1. 描述 有 Killing 视界 时 量子 场 的 统计 力学 及 其 方法 和 已 得 结果 ; 

2. vei AE 8 55 nU f PC S ”之 间 的 关系 . 

Vp ME BAS B5 FH , de fL TEE AA se 5] 7] BOSE rp EG AS ET EE. 
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l. 系统 的 描述 


我 们 先 讨 论 无 视界 引力 场 量子 场 的 统计 力学 . 这 个 理论 是 在 20 世纪 70 年 代 
初 由 Gibbons, Gibbons & Perry 和 Dowker & Kennedy 给 出 的 . 一 个 典型 例子 是 静态 
非 旋 转 恒 星 引 力 场 具有 有 限 温度 的 量子 场 . 此 引力 场 可 由 度 规 
ds = godt + gudx'dx’, a,b = 1,2,3 , (5.35.1) 
描述 ,其 中 goo (x) «0. 度 规 (5. 35. 1) 只 依赖 于 空间 坐标 * , 故 存在 Killing YH E = 0/ 
.在 空间 无 限 远 处 ,背景 是 渐 近 平 直 的 , 且 按 假定 , 度 规 的 时 间 分 量 goo KAT - 1. 
由 于 度 规 (5.35. 1 ) 不 依赖 于 时 间 , 在 这 个 背景 中 很 容易 定义 不 同 场 的 统计 力学 系 
£x. 我 们 将 处 理由 温度 T=B “(在 渐 近 无 限 远 处 测 得 ) 所 表征 的 正则 系 综 ". 观测 者 
在 点 x 测 得 的 局 域 Tolman 温度 为 了。 = | Zoo | BST. 
为 探究 玻 色 和 费 米 统计 ,我 们 将 考虑 自由 标量 场 I Dirac 35 V. 二 者 分 别 满 
Æ Klein-Gorcdon 方程 和 Dirac 方程 
is S +m +éR)b = 0, (5.35.2) 
OC Q,* m)y = 0, (5. 35. 3) 
这 里 ,R il, EO ERU SB. UEFA ， 按 场 的 自 施 定 义 . Dirac AED 


© 众所周知 ,无 限 的 热 辐 射 浴 从 引力 上 看 是 不 稳定 的 系统 .为 得 到 稳定 情况 ,可 以 考虑 充满 辐射 的 有 
限 腔 .为 表征 这 个 系统 可 以 固定 边界 处 的 温度 或 使 用 无 限 远 处 的 红 移 温度 . 以 上 对 与 辐射 处 于 热平衡 的 黑洞 
同样 适用 . 对 于 质量 为 M 的 非 旋转 黑洞 , 腔 的 尺寸 必须 小 于 3M. 在 谈 到 正则 系 综 时 ,我 们 总 假定 这 种 边界 存 
在 .我 们 的 主题 是 视界 存在 时 量子 场 系 综 的 性 质 ,外 边界 的 存在 在 此 处 并 不 重要 . 因此 我 们 不 再 详细 说 明 . 
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y" =(Y ,Yy ) 满 足 标 准 关系 | i y | =2e”. 注意 y 是 反 厄 米 和 矩阵 . 我们 定义 旋 量 
FAY Loa +r RPT, = Hr YS ns Va DIREK, V, 为 标 架 
对 于 方程 (5.35.2) 和 (5.35.3) 的 解 , 可 确定 标 积 
< bide > = afd’ | gl gol (orb: diii ), (5.35.4) 
< bi >= [adu P erue, (5.35.5) 
其 中 ”g = det gu. 以 上 标 积 与 整体 柯 西 面 B. 的 选择 无 关 . 


2. 正则 方案 与 单 粒 子 谱 


温度 为 B” 时 的 正则 系 综 由 配 分 函数 
Z°(B) = Tre "7 (5.35. 6) 
决定 . 算 符 .次 是 二 次 量子 化 的 场 的 哈密 顿 . 它 确定 了 量子 场 关于 Killing HT IBI c 
的 么 正 演 化 . 跟 以 前 一 样 ,我 们 把 场 算 符 分 解 为 关于 时 间 1 的 正 频 和 负 频 部 分 ,从 
而 定义 产生 和 淹没 算 符 . (5.35. 6) 中 的 正规 顺序 正 是 对 这 些 算 符 而 言 .在 这 种 情 
况 下 , 零 温 态 (真空 ) 的 能 量 为 零 . 如 果真 空 能 不 为 零 , 定 义 式 (5.35.6) TRA DIE 
改 . 这 点 我 们 后 面 会 谈 到 . 系统 的 正则 自由 能 为 
F(g =-B InZ‘(B). (5.35.7) 
为 计算 F°(B) , 先 把 方程 (5.35.7) 写成 基于 单 粒 子 谱 的 另 一 等 价 形式 . 令 w 
为 一 个 场 模 关于 Killing 时 间 1 的 频率 . 我 们 称 这 一 系列 频率 为 单 粒 子 谱 . o 谱 由 统 
S 件 惟一 确定 . 如 果 系 统 在 一 有 限 区 域内 , 且 符 合 狄 里 赫 利 边界 条 件 或 其 他 
界 条 件 ,这 个 谱 是 离散 的 . 此 时 ,有 些 频率 相同 , 故 可 引入 相应 的 简 并 因子 d 
Wie dup uu 


C 


F ele nB Y d(w)In( - qe) (5.35. 8) 


因子 m 与 统计 有 关 ECL m 21, OK ES n= -1. PR 3 维 椭圆 算 符 的 简 并 因子 d 
(o) 对 于 大 的 o ÉF o ,但 由 于 指数 截断 ,级 数 (5. 35. 8) 收敛 . 

当 系 统 尺度 无 限 大 时 ,ow 谱 由 合适 当 的 渐 近 条 件 确定 . 一 个 常规 要 求 是 在 趋 于 
空间 无 限 远 时 场 的 大 小 降 得 足够 快 . 此 时 谱 是 连续 的 ,(5.35.8) 式 中 的 求 和 须 换 
WA 


dn( 


C 


F'[g] = nB” | do doting - ne ) (5.35.9) 


ad 
里 zi 


mo) do, 是 区 间 (o， w+dw) 内 的 能 级 数 . (5.35.9) 式 也 可 以 从 (5.35.8) 中 取 
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能 级 间隔 为 零 而 得 到 . 
3. 单 粒 子 哈密 顿 


单 粒子 谱 可 从 场 的 波 函 数 (5. 35. 2) 和 (5. 35. 3) 中 得 到 . 在 静态 空间 (5. 35. 1 ) 
中 ,这 些 方程 可 改写 成 (3 +1) 的 形式 : 


(à +H.)b=0, (id, -H,)W =0, (5.35.10) 
其 中 下 标 s d 分 别 指标 量 场 和 Dirac 的 旋 量 . H M H, 是 3 维 微分 算 符 : 
H =| go | (oe i atm ER) , (5.35.11) 
MN 1 
H, =- i yd Eu 3". 4 m]. (5.35.12) 


3 维 协 变 导 教 ， 由 常 时 (+ = const. ) f ii E PORE gu RRE. 我 们 记 此 常 时 曲面 为 
B. 含 指标 a 的 操作 与 马上 的 3 维度 规 e XE LL ww. => In| goo | 为 Killing 观测 


者 加 速度 矢量 w, = (0,w,) 的 3 维 部 分 . 
FIT H, IH, 是 量子 的 单 粒 子 哈 密 顿 量 , 因 为 它们 的 本 征 值 确定 了 单 粒子 谱 . 
把 具有 固定 能 量 的 波 函 数 (t,x) =e 中, (x) dux) =e, (x) 
代入 (5.35. 10) 式 中 ,可 得 到 本 征 值 方程 : 
正中 (xz) =w b.(x), Hiab (x) = o y. (x). (5.35.13) 
容易 证 明 , H, Fl Hu 关于 内 积 


(6.6) = fde gl gol bi G)&Q), (5.35.14) 


(3) 


Qr de) = [d D eer de GO, (5.35.15) 


是 厄 米 算 符 , 其 中 汕 ' god uii. 关系 式 (5. 35. 14) (5. 35. 15) 是 从 4 维 场 
的 内 积 (5.35.4) 和 (5.35.5) 式 中 得 到 的 ,可 用 来 使 模 归 一 化 . 
为 简化 计算 ,我 们 还 要 使 用 大 和 到, 的 另 一 表示 . 做 函数 和 算 符 变换 . 


$-e"6, =e y, (5.35.16) 
=e" Ie. H, = wae, (5.35.17) 
其 中 = -Zn | goo |. 变换 后 的 函数 的 内 积 可 从 (5.35.14) 和 (5.35.15) 式 中 得 
到 ,并 有 具有 普 适 形式 . 


($,, 5.) = 由 O gd x(®,) +0. (5.35.18) 


XE, D 可 表示 标量 或 旋 量 场 ， ”5g = detg ,gw =2u/lg0l =e gw 强调 一 下 , 变 
换 (5.35. 16) 和 (5. 35. 17) 式 并 不 改变 (5.35. 13 ) 式 所 确定 的 谱 .因此 ,算得 抚 与 
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Hi(i=s,d) 是 等 价 的 . 
从 (5. 35. 17) 中 可 得 到 旋 量 哈密 顿 
A, = iy pus (5.35.19) 
式 中 |y yy 1 82g" eus =gw/1go1. 故 对 于 标量 和 旋 量 算 符 的 平方 ,我 们 有 
f HE SU € 
导数 ,是 由 3 维 超 曲 面 B 上 的 度 规 gj 定义 的 . 势 V; 由 背景 空间 几何 及 Killing W 
测 者 的 加 速度 w^ 决定 : 


2 


tem +V,,i 2 s,d. (5.35.20) 


V =&R+e (1 - 66 "w, — w'w,), (5.35.21) 
V = nz e "my w,, (5.35.22) 
R=e”[R+ "w, — w'w,) |. (5.35.23) 


注意 ,把 场 的 变换 (5.35. 16) 运 用 到 波 函 数 (5.35.2) ,(5.35.3) 上 可 得 到 算 符 

H: ,如 此 得 到 的 新 方程 可 表述 为 超 静 态 时 空 
ds =-dt + gadr dx , (5.35.24) 
中 的 场 方程 ,此 度 规 与 物理 度 规 通过 共 形 变换 gw = gwZlgoo1 相 联系 . 此 度 规 的 标 
曲率 民 见 (5.35. 23 ) 式 .由 (3 +1) 方 案 可 得 到 单 粒 子 哈密 顿 (5.35. 20) 式 . 以 下 与 
超 静 态度 规 gu 相关 的 量 都 用 一 横 标 示 . 共 形 相关 的 两 理论 中 的 单 粒子 谱 与 正则 方 


案 是 等 价 的 . 须 指出 ,在 一 般 情况 下 (有 质量 m ALE DRS gz 二 出 现 ) ,理论 不 


是 共 形 不 变 的 . 对 于 标量 场 , 共 形 不 变性 只 存在 于 m=0 H £- HIS 


4. 协 变 欧 氏 方案 


统计 力学 的 正则 方案 符合 系统 沿 Killing 时 间 的 么 正 演化 . 它 明 显 与 (3 +1) 分 
解 相 关 , 故 不 是 明显 协 变 的 . 稳 态 背景 中 处 理 有 限 温 度量 子 场 的 协 变 欧 氏 方案 由 
Gibbons 和 Hawking 指出 . 此 方案 已 证 明 对 黑洞 热力 学 非常 有 用 . 

考虑 一 个 流 形 Ms ,其 欧 氏 度 规 为 

ds = gadr +guedxz dx, 0<7<B8, (5.35.25) 

此 度 规 由 静态 洛 伦 兹 度 规 (5. 35. 1) 38 Wick 转动 tr = it 而 得 到 . EP gn 
= lgo1, 且 对 虚 时 间 r 加 上 了 周期 条 件 . 我 们 假定 空间 是 渐 近 平 直 的 , 且 具 有 拓扑 
R WU M, 的 拓扑 为 R xS. 

根据 Gibbons 和 Hawking 的 处 理 , 对 于 静态 引力 背景 中 场 D 的 正则 系 综 , 配 分 
函数 Z^ 和 有 效 作用 量 下 由 路 径 积分 确定 : 
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z'(p) c ftpeje"*". (5.35.26) 


HP g, D] AMIE M, 上 的 经 典 欧 氏 作用 量 . 由 于 在 空间 无 限 远 处 g,, -1, BRB 
为 S$ 的 长 度 , 故 B 的 意义 是 空间 无 限 远 处 所 测 得 的 温度 的 倒数 . 场 @ 可 以 具有 玻 
色 和 费 米 统 计 . 玻 色 变量 假定 对 欧 氏 时 间 r 具有 周期 B, 而 费 米 场 则 是 反 周 期 性 
的 . [Deb ] 是 协 变 积分 测度 . 对 于 自由 标量 场 和 Dirac 场 ,(5.35. 26) 中 的 积分 给 出 
W[g,B] = W.[e,g] + Wlg,B], (5. 35. 27) 


W.[g,B] = Flogdetp ^L, W,[g,B] =- logdetp La. (5.35.28) 


iz P WW[g,B] 是 紫外 发 散 的 , 故 假定 其 发 散 性 已 规则 化 了 . o 为 任意 重 整 化 参数 ， 
有 长 度量 纲 , 且 不 依赖 于 背景 度 规 . 以 下 我 们 为 简单 起 见 取 p =1. 只 要 和 需要, 有效 
作用 量 对 p 的 依赖 关系 容易 恢复 . 5 (5.35.2) , (5.35. 3) 式 相 对 应 的 算 符 厂 为 

L == "+EéR+im,L = YY +m). (5. 35. 29) 
注意 ,经 过 了 从 洛 伦 兹 号 差 到 欧 氏 号 差 的 Wick 转动 ,矩阵 yo 应 换 成 iy ,矩阵 ys 
与 其 他 的 y 反对 易 , 且 归 一 化 为 % =1.(5.35.29) 中 的 两 个 算 符 关 于 标准 内 积 


($,, 0.) = [d'a go; ó.. (5.35.30) 


都 是 厄 米 的 . 
欧 氏 自由 能 Fr[g,B] 由 系统 的 有 效 作用 量 确定 : 
Fi[g,B] = B'W[g,8B) - Eig]. (5.35.31) 


与 Fr[g,B] 类 似 ,如 此 定义 的 欧 氏 自由 能 FI [e B] TEE IRURE BTE WE. 这 使 得 两 个 自 
由 能 的 比较 更 为 简单 . 


Elg] = lim(B Wl[g,B]) (5.35.32) 
X iE TTR. 由 于 自由 能 E; 和 真空 能 E) 由 协 变 欧 氏 作用 量 W.[ e, B] XE X. , ds Ut 
方案 称 为 协 变 欧 氏 方 案 . 


5. 正则 方案 与 协 变 欧 氏 方案 的 关系 


无 视界 时 两 种 方案 的 关系 已 被 许多 人 讨论 . 
要 比较 两 种 方案 ,关键 一 点 是 把 正则 自由 能 用 超 静 态 空 间 (M, ) 
ds = dv + g,dx dx^,0 S T « f. (5.35.33) 
中 的 有 效 作用 量 表示 . 此 空间 与 M, 共 形 相关 ,为 积 S x B. 
先 定义 My, 上 与 算得 L(5. 35. 29 ) 式 共 形 相关 的 算 符 厂 ; 


= aoe 3 
L =e Le LL =e? Lie”. (5.35.34) 


易 证 
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L =H -0, (5.35.35) 
L, = ysy, (Ha +8), L = H, - o. (5.35.36) 

对 于 这 些 算 符 ,可 定义 有 效 作 用 量 
W.[g,g] = J logdeiL, We B] = - logdetL,. (5.35. 37) 


CHERI, RIJE W, 看 成 物理 度 规 erus AII R ) 
对 于 具有 离散 谱 的 系统 . 由 (5. 35. 35) f (5. 35. 36) 式 可 得 正则 自由 能 与 超 静 
态 空间 中 的 有 效 作 用 量 之 间 的 关系 


Filg,B] = B Wle,B] - E Lg]. (5.35.38) 
其 中 EO Sez RI ELS AE 
Eig] = n Y diCo) T (5.35.39) 


(5. 35. 38 ) 和 (5. 35. 39) 式 等 推广 到 连续 谱 的 情况 . 此 时 只 要 取 能 级 间距 为 零 并 把 
对 o 的 求 和 换 成 积分 就 行 了 . (5. 35. 38) 和 (5. 35. 39 ) 式 的 推导 见 Allen. 
BIER EF) IG ZA W 的 所 有 紫外 发 散 项 . BOZ F 是 紫外 有 限 的 . 此 发 
散 性 的 几何 结构 不 依赖 于 系统 的 温度 . 这 是 量子 场 论 一 个 更 一 般 性 质 的 结果 , 即 其 
紫外 奇异 性 不 依赖 于 系统 的 量子 态 . W 的 重 整 化 等 价 于 E 的 重 整 化 . 
方程 (5. 35. 34) 对 找到 正则 和 欧 氏 自由 能 之 间 的 关系 至 为 重要 . 与 算 符 L 和 
L, 相应 的 经 典 作 用 量 为 


I [g,9.] = NE goi Lio; I [28,9] - f. d'x goi Lg. (5.35. 40) 
其 中 中 48 o R y. d (5.35.34) ET 62e o Mye 7 
Ulg.e] = E[g.o:]- (5.35.41) 
p ks 亏 的 无 质量 标量 场 或 无 质量 旋 量 场 的 情况 下 , 和 无 具有 相同 的 形式 ,这 意 
味 着 经 典 理论 是 共 形 不 变 的 . 在 一 般 情 况 下 ,这 种 不 变性 不 存在 . 但 是 仍 有 可 能 在 
经 典 作 用 量 中 引入 辅助 的 共 形 荷 , 并 用 硒 共 形 不 变性 解释 (5. 35. 41) XX. 


在 量子 理论 中 ,经 典 对 称 性 由 于 一 些 反常 而 破坏 . 因此 ,二 重 整 化 作用 量 之 间 
的 关系 为 


Wlg,B] = Wlg,B] + BQ.Lg]. (5. 35. 42) 
反常 正比 于 B, 故 仅 对 真空 能 有 贡献 : 
Elg] = Eg] * Gg]. (5.35.43) 


于 是 ,自由 能 FL FS 一致 . 


Filg,B] = Fi[z,]. (5.35.44) 
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因此 ,在 无 视界 的 静态 时 空中 ,量子 场 的 统计 力学 的 协 变 欧 氏 方案 和 正则 方案 是 等 
价 的 . 

(5. 35. 42) 式 中 反常 项 的 出 现 可 归 因 于 积分 测度 对 于 共 形 变换 的 非 不 变性 . 
泛 函 W, 的 路 径 积分 定义 (5. 35. 26) 式 中 所 用 的 协 变 测度 对 标量 场 为 ag“d 中 ,对 旋 
HIGH g l dip + dy, EP g = detg,, ,ri 为 旋 量 表示 的 阶 数 . 两 测度 中 第 一 个 因子 
的 区 别 在 于 玻 色 变量 和 费 米 变 量 的 不 同 积分 规则 . 作用 量 W, 的 积分 测度 也 不 一 
RE. 它们 分 别 为 a“d$ Al g "^ dy + yj, 且 对 超 静 态 背 景 而 言 是 协 变 的 . 此 测度 形 
式 可 通过 把 理论 正则 量子 化 而 得 到 . 


5.36 与 视界 有 关 的 性 质 


黑洞 热 大 气 的 统计 力学 炉 的 计算 有 许多 方面 直接 与 视界 的 存在 相关 . 考虑 一 
般 的 静态 时 空 ,其 Killing 矢量 € = 9 , Killing 视界 在 =0 处 .暂时 我 们 并 不 要 求 度 
规 满足 爱 因 斯 坦 场 方程 . 


如 果 表 面 引力 
iet se (Eb) ee (5.36.1) 
不 为 零 ,视界 附近 的 度 规 可 写成 
ds ~-K pdt +dp +dQ, (5.36.2) 


这 里 ,dQ 为 视界 的 2 维 分 支 面 上 的 度 规 . 我 们 把 此 面 记 为 X. 在 坐标 (5. 36. 2 ) rh, 
视界 位 于 p =0 Ab. 这 种 度 规 形式 对 非 极 端 黑 洞 是 普 适 的 . 

存在 视界 时 ,量子 场 关于 Killing 时 间 的 谱 有 许多 重要 的 新 性 质 : 

(1) 单 粒 子 谱 即 使 在 系统 大 小 有 限时 也 是 连续 的 ,有 限 是 指 在 离 视界 有 限 距 
离 处 对 系统 加 有 边界 条 件 . 

(2) 尽管 场 有 自 旋 和 质量 ,w TEL LA ARE 

(3) 分 叉 面 在 时 间 演 化 下 是 不 变 的 . 

谱 的 连续 性 很 容易 从 单 粒子 哈密 顿 (5. 35. 20) 式 中 看 出 . 算 符 五 在 超 静 态 空 
间 (5. 35. 24 ) 式 的 空间 部 分 . 罗 中 给 出 ,空间 . 罗 总 是 非 紧 致 的 ,因为 共 形 变换 在 事 
件 视 界 处 是 奇异 的 , 它 把 上 的 点 变 成 . 罗 中 的 空间 无 限 远 . 

算 符 H, 质量 隙 为 零 有 以 下 原因 . (5.35.20) 式 表明 ,由 于 因子 e。 ”= 1gw | 的 


存在 , 场 的 质量 m, 在 视界 附近 无 任何 效应 . EA ,具有 一 个 质量 隙 ,这 是 由 于 
纯 几何 原因 :空间 歹 在 视界 附近 具有 渐 近 的 常 曲率 . 但 在 视界 处 到 = -k , V= - 


le . 故 这 些 势 就 像 快 子 质量 一 样 正 好 抵消 . 罗 的 曲率 所 引起 的 质量 际 . 
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因此 ,我 们 所 处 理 的 系统 在 视界 附近 的 行为 类 似 于 非 紧 致 空间 中 的 无 质量 
子 场 . 众所周知 ,此 时 会 碰 到 红外 发 散 困 难 . 由 于 这 种 发 散 ,量子 哈密 顿 HL. HAE 
值 密度 在 视界 附近 趋 于 无 穷 大 . 结果 ,正则 程式 中 的 自由 能 (5.35. 9) 式 在 任意 温 
度 下 都 发 散 . 

存在 视界 时 , 协 变 欧 氏 方案 也 呈现 出 新 的 性 质 . 此 时 ,黑洞 解 的 欧 氏 流 形 Me 
(5.35.25) 式 不 会 对 任意 的 B 值 都 规则 .在 Killing RE €=0, 为 零 的 面 X ( RRM 
SL) 附近, 由 (5. 36. 2) 式 度 规 可 写 为 

ds ~ kp dr +dp +d, 0<7T<8, (5.36.3) 

故 在 此 面 附近 ,Ms 就 像 是 Cs x, IEP C, 是 具有 顶 角 的 空间 . 显然 , 仅 当 BE 
值 B=Bs =2mk” 时 , 顶 角 奇异 性 才 消 失 , Ms 才 为 规则 空间 . 此 时 的 温度 T, = Bx 
即 Howking 温度 , 而 相应 的 量子 态 则 称 为 Hartle-Hawking 真空 . T, 的 物理 意义 是 : 
它 恰 为 蒸发 黑洞 所 辐射 的 Hawking 量子 的 温度 . 也 是 量子 辐射 与 黑洞 处 于 热 平 
衡 时 的 温度 . 

对 于 Bz B, ,项 角 奇 异性 导致 We 的 有 效 作 用 量 中 的 附加 紫外 发 散 . 因此 ,存在 
视界 时 ,正则 方案 与 协 变 欧 氏 方 案 都 出 现 新 的 发 散 性 . 但 二 者 来 源 不 同 : 正 则 方案 
中 是 红外 的 ,而 协 变 欧 氏 程式 中 为 紫外 的 . 


5.37 ”视界 存在 时 的 正则 方案 


视界 存在 时 统计 力学 量 的 发 散 性 直接 与 哈密 顿 态 密度 的 无 限 增加 有 关 . 这 个 
与 早期 方案 类 似 的 思想 是 把 dm (o)vdo 与 算 符 玉 的 热 核 联系 起 来 . 后 者 为 一 机 
圆 算 符 ,其 热 核 人 们 都 很 熟 习 . 对 于 连续 谱 ,我 们 有 
dn;(w) . 
tre 人 dic cce (5.37.1) 
密度 dn; (o) /de ATLA FA daplau 变换 从 (4. 1) 式 中 得 到 . XT ff AR EU 
(x | exp( - Hit) lx) = [exp( — Ait) Juin 
行为 规则 并 有 限 . 但 相应 的 迹 却 因 涉 及 非 紧 致 空间 . 罗 上 的 积 TULIT 为 看 出 这 
= ,我 们 只 要 研究 [ exp( — Hit) J wi 在 视界 附近 的 行为 .为 估计 主要 的 渐 近 项 ,我 
们 可 以 忽略 视界 2 维 面 的 曲率 ,并 把 黑洞 度 规 (5. 37.2) 用 Rindler 空间 度 规 近 似 写 
出 : 


ds =- Kk p dr * dp + dzi + dz, =% «zz < @ „p > 0. (5.37.2) 
于 是 , 共 形 空间 . 罗 上 的 度 规 
dl =k p (dp +dz + dz) (5. 37.3) 
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就 与 具有 原 常 曲率 尺 = -6K 的 双 曲 流 形 HO 上 的 度 规 相 同 . 大 ”的 本 征 函 数 只 要 
1E JG BR re Ab ( p— oe 时 ) 有 正确 的 衰减 性 质 ,它们 就 是 完全 确定 的 . 因此 ,在 视界 p = 
0 处 不 需要 附加 条 件 . 当 po 时 , 场 可 等 效 为 无 质量 场 ,而 H 上 的 标量 的 旋 量 热 
核 的 对 角 元 已 精确 得 到 

l C e "71 (5.37.4) 


-um NE aa -uH ' = 
[ e ] diag (Ant) 372 9 [ e ] diag (Ant ) 372 | 2 


这 里 假定 了 对 放量 指标 求 和 ,因而 出 现 因子 ru. 此 时 的 几何 与 Rindles 几何 在 远离 
视界 处 完全 不 同 ,质量 项 也 变 得 很 重要 . 因此 ,一 般 地 ,(5.37.4) 式 存在 正比 于 p 
的 修正 . 这 些 项 的 结构 可 以 用 .及 上 热 核 的 渐 近 性 质 来 分 析 . 

因此 ,从 (5.37.1) 和 (5.37.4) 式 中 可 看 出 , 算 符 的 迹 及 其 态 密度 按 . 罗 的 体积 
而 增加 . 

有 几 种 方法 使 这 些 发 散 性 规则 化 . 例如 ,我 们 可 以 限制 系统 的 空间 尺寸 . 此 时 ， 
到 视界 的 固有 距离 小 于 某 长 度 @ 的 物理 时 空 区 域 被 排除 在 考虑 之 外 . 为 此 ,t'Hooft 
建议 在 离 视 界 的 固有 距离 为 e 的 面 上 加 上 场 的 狄 里 赫 利 边界 条 件 . t Hooft 的 这 个 
Ti RAR A FESR” HY. 一 个 类 似 但 更 简单 的 方案 一 一 体积 截断 方法 则 由 Frolov 和 
Novikov 提出 .在 此 方法 中 ,所 有 的 空间 积分 都 在 固有 距离 e 处 截断 而 并 不 加 边界 
条 件 . 

在 体积 截断 方法 中 ,可 等 效 地 在 视界 附近 截 出 一 区 域 使 得 时 空 不 完整 .但 也 存 
在 一 些 在 完整 时 空 背景 中 的 规则 化 方法 . 这 里 ,密度 dn/dw 即使 在 e—0 时 也 有 
限 ,但 它 依赖 于 规则 化 质量 p: 当 poo 时 , 它 趋 于 必 . 另 一 选择 是 维 数 规则 化 . 此 
方法 源 于 X,(5.37.5) ,(5.37.6) 式 中 主要 发 散 项 的 次 数 依赖 时 空 维 数 . 在 D 维 时 
空间 中 ,. 罗 的 体积 的 主要 发 散 项 为 e“(Dz2). 于 是 ,可 以 将 DD 视 为 规则 化 参数 ， 
并 在 ReD «2 时 取 极 限 e0. 于 是 密度 dn/do Æ D =4 处 有 一 极点 . 

在 体积 截断 方法 中 ,dn/dw 是 红外 发 散 的 . 在 PV 和 维 数 规则 化 方法 中 ,dn/de 
是 紫外 发 散 的 . 因此 ,根据 规则 化 方法 的 不 同 我 们 可 以 讨论 红外 和 紫外 极限 . 


2. 红外 极限 和 体积 截断 


1 


Tli ie He RAI UL Fei He T 07. ,并 探讨 <0 时 其 渐 近 性 
质 . 把 热 核对 区 域 p>e 积分 .并 运用 (5 37. 1) 中 的 道 拉 普 拉 斯 变换 , 便 可 得 到 态 实 
度 发 散 部 分 的 规则 化 表达 式 ; 
dn,/ (w/e) 1 [f1 

do | 1 让 


€ 
TIE EIR is (5.37.5) 
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| 1 rl a 1 1 € 
e c a 
IN ， 1 | 
ur. Bl 401) 


其 中 上 .假定 了 积分 在 视界 分 又 面 半 上 进行 , 故 :| .1 =. 忆 ,如 为 王 的 面积 . 此外, 我们 

还 在 大 距离 处 加 上 了 附加 的 截断 /. 量 ” 是 旋 量 表示 的 维 数 . 故 对 4 维 狄 拉克 旋 量 面 

言 ,rm =4,8 n (i=1, 2) 为 正 交 于 王 又 相互 正 交 的 两 个 单位 矢量 , 则 PU DL 

为 到 垂直 于 5 的 2 维 面 上 的 投影 子 . (5.37. 5) AS. 37. 6) AA ARM OWN 
Q2 -Q, Q2P"R,,2 = P"P"Ra, (5.37. 7) 

TER, (5.37.5), (5.37.6) RPA EB RMU e 已 出 现在 Rindler 近似 式 

(5. 37. 4) 中 . 质量 和 非 零 曲 率 源 于 附加 的 对 数 发 散 项 Ine 7T ) . 

把 (5. 37. 5) $0(5. 37.6) 式 代入 正则 自由 能 (5. 35. 9) 中 , 解 得 


2 
Eu [es p.e] = 


Ta 
A 


| 
| P 
» | 1808€ 7208" 


2 uh 
| 


B 1 | | 2 K | 1 
Fi div , , = E | i 
awl g, B, €] Ta "ul l 1440p' 1928 
| Tr LM K [ O lR m | "EM (5.37.9) 
57608 96g 8" 12 m 2 A 


由 此 可 以 计算 正则 系 综 的 其 他 性 质 ,尤其 对 于 统计 力 E 


6 2 OF. 
Siavlg,B,€] = B Rel (5.37.10) 


在 Hawking 温度 p - Bu = K]2T ,得 到 
1r] 
Sia Le Bu €] = E 


1 
~ 1440 


360€ 


wa c «30| L- E|R - 30n' In ej. 37.11) 


Sas 
La [8, Bn, €] Af TIE T 


€ 
us 


s +42 -5R - 60m |. (5.37.12) 


如 前 所 述 ,(5. 35. 6) stp d Weg BCS Bo SL ERR. T bct 5n, A NO E M 
项 e “由 自由 能 (5. 37. 8) 式 中 的 B“ 项 决定 .但 旋 量 场 不 一 样 . 2S f SURE e 发 散 
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项 ,自由 能 (5.37.9) 中 的 主 级 项 B“ 和 次 主 级 项 B 一 都 必须 知道 . 
为 确定 自由 能 和 粒 的 发 散 性 ,只 要 知道 热 核算 符 的 渐 近 性 质 即 可 . 但 如 果 还 想 
计算 这 上 这 就 不 够 了 . dn/dw, F^ Tn S^ 能 精确 计算 的 例子 所 考虑 的 情况 


是 时 空 的 空间 部 分 形 如 B=R x3, 其 中 3 为 常 曲 率 流 形 . 特别 地 ,对 于 Rindler 时 
er » 2 2 EY 而 有 质量 标量 场 的 态 密度 为 
dn(o/e) — J£ [w mw, em mx (1 + 2Rey (iw/k)) 


do 4m Le 2 4 

(5. 37. 13) 

ix HL AT 函数 的 对 数 导 数 . e 一 0 时 会 消失 的 项 这 里 已 省 略 . 从 (5. 37. 13) 式 可 
看 出 ,(5.37.5) 和 (5.37.6) 式 中 附加 截断 1 的 作用 在 这 里 被 m” 代 圭 . 


3. 紫外 极限 


(1) 维 数 规则 化 

维 数 规则 化 是 在 完整 时 空中 定义 dn/do 的 最 简单 方案 . 在 此 方案 中 ,可 以 一 
开始 就 取 e=0. BE dn/do 依赖 于 与 时 空 维 数 相差 的 变 参数 D, 并 在 D =4 处 存在 
极点 : 


ra 2) o -o E E 
a - E [arae ESE «pa. 14) 
D 
Pee sut. 2 a, 22 
dnu( | D) 2°m 2 R c Z 
e |. =o mf fa «E-£| -名 F|. (5. 37. 15) 
由 此 可 得 到 标量 场 和 旋 量 场 的 正则 自由 能 发 散 项 : 
D 
Tr 1 TR 2 D-4 「 2 ) 
Filg,B,D] 2-m v3) pus a. E |p ope? PR + ps) | |. 
(5. 37. 16) 
EM IS Hl Ae BCL 
Sia Le B.D] = B E DRL, 
25 


， 
fm = p m PR + pl) | i: 
s K 


(5.37.17) 


常数 fh A p, 依赖 于 自 旋 , 见 附 表 . 此 表 也 包括 我 们 将 碰 到 的 类 似 常数 . 
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附 表 
spin di fi qı Qh q3 pi pa Ps 
1 5 ; 1 1 
0 6 -é 1 1 -1 2 (1-6£) 60 6 -é 0 
1 1 7 7 1 1 
A 12 É gs a mos 480" | 24" 16" 


(2) Pauli-Villavs 规则 化 
维 数 规则 化 只 产生 对 数 发 散 项 . PLC, FE — Rp SE se A S EB, 是 
有 价值 的 ,此 即 Pauli-Villars 方法 . 在 此 方法 中 ,对 于 每 一 种 物理 场 都 引入 5 个 附 
加 辅助 场 .其 中 两 个 场 质 量 为 M. ,统计 与 前 相同 ,三 个 场 质 量 为 M', ,统计 与 前 相 
反 . 为 消除 发 散 , 辅 助 场 的 质量 应 满足 
f(1) 2f(2) 20, (5. 37.18) 


其 中 
fp) =m" + Yu » (M')” =0. (5.37.19) 


HUM, = 3p tm My, = tm My, = Ay + 就 可 满足 条 件 (5.37. 18). 
规则 化 的 态 密度 则 为 

mE 内 _ dn; Cm «E E > NUMOS 
E dn, (o, M.) /do fl dn; (@,M',)/do 为 辅助 场 的 态 密度 . 统计 相反 的 场 在 比 式 中 
给 出 负 的 项 . 由 于 这 种 场 的 数目 等 于 统计 相同 场 的 数目 (5.37.5),(5.37.6) 式 中 
主要 的 e 发 散 项 相互 抵消 . 对 数 发 散 项 Ine’ 也 因 条 件 f(p 21) =0 而 相 消 . 结果 , 规 
则 化 的 态 密度 (5. 37. 20) A e—0 时 发 散 项 ,并 可 在 完整 的 背景 中 定义 . 由 于 存在 
辅助 场 时 dn; (ol p.) /do 有 限 , 故 结果 与 维 数 规则 化 时 一 样 . 由 (5.37.14) 和 
(5.37.15) 式 ,考虑 到 (5. 37. 18) 式 ,可 得 


m 1 | [ qr (1 2 | 
e ree 2b +a) Sp 2 LER (5.37.21) 
^ de la ^" vu 2 e| Sp - E. | .(5.37. 22) 
-Y AS. rr 2 4 3 
Won bos Inm > nM, + dina") ' (5. 37. 23 ) 
p=- Sela 十 Y, MnM; = Y, Or) mci (5 37 24) 
dp p=l - B K - r r A A : 
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在 Pauli-Villars 方法 中 ,pw 起 到 了 紫外 截断 的 作用 .在 pe E dni ( 1 p) /de 是 紫 
外 发 散 的 . 此 时 


729 
~ ln Bi = pln ee 2 mln Es, (5.37.25) 


因此 , — HS HB, dn/de 包括 了 平方 和 对 数 发 数 项 . 
从 方程 ($.37. 21) 和 (5. 37. 22) ,可 以 得 到 统计 力学 自由 能 的 发 数 项 : 
C -— mm a 
Fa [g, B. wid | bfi +a) 
对 于 RN 黑洞 背景 中 的 标量 场 , 由 (5.37. 26) 式 可 得 Hawking W JE F 488 B5) Ae B 
部 分 : 


2 ~ 
pi u^ +poR "2 | . (5.37.26) 
K J 


Sn [sg,pr,p] = am L[ +a(2pP + pR e p) ]. (5.37.27) 
考虑 到 (5. 37. 25) 5X ,对 于 大 的 几 , 此 式 可 写成 


C = n 
Sai [eg, 序 Hu] =. aL 


2 


cfi + pP & pR +p — fim )n E | , (5.37.28) 
m 


其 中 c=hn =. 表达 式 (5. 37.28) 与 体积 截断 规则 化 中 的 (5.37. 11) 和 (5. 37. 12) 


式 有 相同 的 结构 . 易 见 e 与 上 对 应 , 即 Pauli-Villars 规则 化 导致 积分 在 视界 附近 的 
截断 ,此 处 距 规 界 的 固有 距离 约 为 场 的 质量 的 倒数 . 这 可 作 如 下 解释 :在 视界 附近 ， 
当局 域 温度 大 于 hh 时 ,有 质量 的 辅助 场 被 激发 ,又 由 约束 条 件 (5.37.18) ,它们 的 
贡献 刚好 抵消 物理 场 的 贡献 . 

有 趣 的 是 ,对 于 每 一 个 场 都 可 找到 e 与 上 ”之 间 的 关系 ,只 要 令 主 级 发 散 项 相 
等 即 可 . 由 此 就 可 能 找 出 1 与 m ”的 联系 ,这 使 得 对 数 发 散 项 也 相等 . 但 是 要 注意 ， 
在 这 种 等 同 中 ,e 与 彤 的 关系 对 不 同 自 旋 的 场 不 一 样 , 见 (5.37. 11 ) (5.37.12) 和 
(5. 37. 28) XX. 


4. WKB 近似 和 砖 墙 模型 


统计 力学 量 中 的 发 散 性 也 可 用 WKB 方法 得 到 . 这 种 计算 方法 由 vU Hooft 提出 ， 
并 被 许多 人 运用 . 作为 例子 ,我 们 考虑 渐 近 平 直 且 球 对 称 的 黑洞 背景 
ds =- g(r)dr * go (r)dr +r (dọ +sin 0dg ). (5. 37. 29) 
中 的 标量 场 . 这 里 rz rs Mr, 为 视界 半径 ,满足 g(r) =0. 史 瓦 希 黑洞 和 RN 黑洞 
均 由 此 类 度 规 描述 . 我 们 感 兴趣 的 是 模 po (x) ,其 能 量 为 m, 角 动量 为 1. 这 些 模 是 
本 征 值 问题 


Hb. = © by. (5.37.30) 
的 解 . 此 方程 可 退化 为 具有 势 
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Vr) =- GO! «ato m tr ll+1)] (5.37.31) 
的 一 维 问题 
= Lara) *Va(r) - o |b. = 0. (5.37.32) 
在 视界 附近 ,此 势 为 负 ,Fa(m) = - «ALY er DIE Vin (r=) 2m. 
现在 考虑 砖 墙 模型 . 我 们 假定 砖 墙 这 个 狄 里 赫 利 条 件 加 在 离 视界 的 固有 距离 


为 e 处 , 且 r(e) 为 坐标 (5. 37. 29) 式 中 砖 墙 的 位 置 . 由 ($.37. 32) 式 ,可 用 准 经 典 近 
似 估计 能 量 小 于 o 时 的 能 级 数 n, (wle): 


l( 0) 


eC eee ty aren, z 


这 里 ,!(o) 为 最 大 角 动 量 ,此 时 (5. 37. i cui Ee 为 附加 的 红 
外 截断 . 

为 估计 e0 时 n,(wle) 的 渐 近 行为 ,我 们 假定 大 到 可 与 背景 的 曲率 相 比 
Be. 于 是 ,只 有 大 角 动 量 的 贡献 才 是 重要 的 ,而 对 1 的 求 和 可 代 之 以 积 4 


3 


lo — Valr). (5.37.33) 


T e r dr 2 243/72 / A |o Be 35:2 
ZEE s-(w - gm) We 
(5.37.34) 


在 最 后 一 步 中 ,我 们 令 .如 =4mrm ,dp=g dr, 并 对 视界 附近 的 度 规 (5. 37. 29) 用 
到 了 Rindler 近似 (5. 37.2). WW, (5.37. 34) R5 A= R 20 时 标量 场 的 表达 式 
(5. 37.5) 给 出 同样 的 能 级 密度 . 
因此 ,至 少 对 主 级 发 散 项 而 言 , 体 积 截 断 视 则 化 与 WKB 砖 墙 模型 是 一 致 的 . 
如 果 换 成 Newman 边界 条 件 , 这 种 一 致 性 仍然 存在 . 不 同 条 件 下 的 到 (ole) 只 相差 
一 个 常数 . 应 注意 , 对 于 物理 场 ,视界 并 非 真 实 边界 . 从 数学 上 看 ,这 意味 着 
(5. 37. 30) 式 中 满足 w <m 的 波 函 数 只 要 在 re 及 时 衰减 得 足够 快 就 可 以 完全 确 
定 , 且 在 截断 长 度 e 处 不 需 任何 边界 条 件 . 因此 ,体积 截断 方法 似乎 比 砖 墙 方法 更 
合适 . 


WKB 方法 也 可 用 于 人 研究 紫外 发 散 . 


5.38” 协 变 欧 氏 方案 


1. 体积 截断 与 高 温 展 


oom 视界 处 发 散 问题 的 处 理 与 正则 方案 一 样 ,可 引入 体积 截断 
或 紫外 规则 化 . 显然 , 欧 氏 方案 和 正则 方案 的 比较 只 对 等 价 的 规则 化 才 有 意义 
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在 体积 截断 规则 化 中 ,可 等 效 地 在 视界 附近 截 去 一 区 域 , 这 使 得 时 空 不 完整 . 
结果 就 得 到 无 视界 静态 时 空中 的 理论 . 如 前 所 述 ,此 时 协 变 欧 氏 方案 与 正则 方案 是 
等 价 的 . 

视界 附近 的 欧 氏 作用 量 可 由 高 温 渐 近 得 到 . 这 种 渐 近 能 给 出 很 好 的 近似 ,因为 
局 域 温 度 在 接近 视界 时 趋 于 无 穷 . 有 效 作用 量 的 高 温 展开 由 Dowken 等 得 

Wilg, B] = B[d xg ^ [b (x, B) € hi) ] € Wi [g] - AW... (5.38.1) 


FNE, WO [g] =0 [AFERE W [g] = - 560) AE HIER H B9 € 函数 


ME, E b. Mh, W 


1 1 2 a2 (x) pĝ 
b. (x, B) =-— | R | In —, 5.38.2 
VOR dur oa | 6 E Rm ion "2." ^ 
Tt r, Ta | 1 1 5 ; | Gia (x uB: 
bi(x,B) = 7208 + jag De + x wo-@) +m |+ les In DE 
(5.38.3) 
h, = —L | se (o! -2 w) - o)’ 
” 2880m Y V 
pRa o - 30| E- Ren le. (5.38.4) 
h xe mei te o) -1 o) 
^^ 14407 ? M 
+ 22R,o' wo —-5(R+6m )wo | (5.38. 5) 


其 中 ,o =o, ez "e. Rx) = lgl BB 为 局 域 Tolman 温度 的 倒数 ,ws(x) 
为 4 维 算 符 L(5.35.29) 式 的 第 二 个 热 系数 . oz(x) 中 对 对 旋 量 指标 求 迹 已 假定 . 
(5.38. 1) 式 中 的 AW 为 


) 22-4 


| B. 
t 2ar 
这 里 c,, 21,0, 21 -2" 7 , E (z) JJ Riemann KZ a, 29 2508 Hz. 的 热 核 渐 近 展 
开 的 系数 . Æ AW, 也 可 用 物理 度 规 和 局 域 温度 写 出 . 须 强 调 ,除了 W 外 ,有 效 作用 
量 的 高 温 展 开 (5. 38. 1) 式 具有 局 域 形式 .对 有 限 温 度 的 有 效 作 用 量 的 非 局 域 贡 
献 见 . 
在 体积 截断 方法 中 ,(5.38.1) 式 中 的 积分 范围 到 距 视界 e 处 为 止 . 作用 量 OW, 
和 自由 能 F 24 e—0 时 发 散 .发散 仅 由 函数 5b,(x,B) 中 的 B 和 B 项 产生 . BRA, 
则 对 真空 能 的 发 散 有 贡献 . 正如 所 期 望 的 , 欧 氏 和 正则 自由 能 中 的 发 散 项 一 致 . 
Pr[g,B,e] = Fis[g.B.el. (5.38. 6) 


,Bs 3 
AW; = ies 2,0 T Qr = z) & Qn E 
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X HL ,Fi 由 (5.37.8) 和 (5.37.9) 式 决定 ,而 Fiw, 则 可 由 作用 量 (5. 38. 1) 减 去 真 
能 


2. 项 角 奇 异性 与 紫外 发 散 


现在 考虑 完整 流 形 Ms 一 一 具有 项 角 奇 异性 的 流 形 上 的 协 变 欧 民有 效 作 用 量 
(已 有 一 些 对 含 顶 角 奇 异性 空间 的 有 效 作用 量 的 计算 ,如 2 维 ,3 维 的 和 4 维 的 . 值 
得 注意 的 是 , 顶 角 奇异 性 也 出 现 于 许多 其 他 的 物理 应 用 中 ,如 宇宙 弦 和 .3 超 流 相 
中 的 拓扑 缺陷 . ) 这 种 情况 下 的 一 个 重要 性 质 是 , 顶 角 奇异 性 导致 依赖 于 B 的 附加 
紫外 发 散 . 

引入 作用 于 标量 的 旋 量 上 的 波 算 符 A = E E EX; L5 为 相应 的 协 变 导 
数 . 我 们 有 


L,=A,+m jl, =A,+m, (5. 38.7) 
EP X, = (1/6 - E) R.X, = ERI. 


一 般 地 , 单 圈 有 效 作 用 量 可 由 Schwinger-DeWitt 表示 确定 : 


W[eg,g] = ples det(A +m) =- Ps " do me > (5. 38.8) 
E 


其 中 ,8 为 紫外 截断 . (为 简单 起 见 , 我 们 省 略 了 表示 场 的 种 类 的 指标 i. ) 紫外 发 散 
的 几何 结构 由 热 核 在 小 * 处 的 渐 近 展开 式 中 的 第 一 项 决定 . 在 无 边界 流 形 中 , 它 具 
有 形式 


A 1 2 ts 
tre = Gu +sB, +s Ba +-), (5. 38.9) 
Hp DOS Ms 的 维 数 . 热 系 数 (HMDS 系数 ) 有 (ET1) 可 表 为 两 项 之 和 : 
B. = Ay + Ag... (5. 38. 10) 


这 里 ,4. 是 Me 的 规则 区 域 上 的 标准 系数 , As, o 为 由 顶 角 奇异 性 引起 的 附加 项 . 
此 项 为 上 的 泛 函 ,依赖 于 此 面 附 近 Ma 的 几何 特征 .4. 和 As. 的 前 两 项 为 


A =di| R,As: = se -1) £, (5.38.11) 


M g-* 


1 hn 和 p uv 2 
- isle s GR 7 Rao +R Rw +R ), (5. 38. 12) 


Asa = EL D» Gl -1) (P-R + p2) |, (5.38.13) 


_ Bu 
其 中 ~y B. 


Ms 上 有 效 作用 量 的 发 散 部 分 Wa Le, B] PT FH AR [8] AS UU EK h. 7r (E S 
是 从 维 数 规则 化 开始 . 对 于 D 4 ,) (5.38. 8) FICS. 38. 9) SCAT 48 
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~ d: -m2s 1 2 
Winle,B,D] = 2 s aag (Bo + sB, s B). (5.38.14) 


从 作用 量 中 减 去 真空 能 即 得 欧 氏 自由 能 ( 见 (2.31) 式 ). 在 规则 欧 氏 流 形 上 ， 
发 散 性 仅 由 系数 4 ,4 , AS 决定 , 且 正 比 于 周期 B, 故 它们 对 自由 能 和 炉 没有 
贡献 . 当 存在 顶 角 奇异 性 时 ,发 散 项 就 由 于 附加 项 4 .而 具有 关于 B ”级 数 的 
各 项 式 形式 . 这 些 项 不 能 通过 减 去 真空 部 分 而 消除 . 因此 , 欧 氏 自由 能 是 发 散 
的 . 发 散 部 分 Fi,(g,B,D) 可 很 容易 从 (5.38.11),(5.38.13) 和 (5.38.14) 
式 中 得 到 . 
由 (4. 16) 式 ,正则 和 欧 氏 自由 能 的 紫外 发 散 部 分 (不 管 是 标量 场 还 是 旋 量 场 ) 
在 维 数 规则 化 中 是 相同 的 ,这 种 同一 性 也 出 现在 PV 规则 化 中 , 故 有 

Fru[g,B,d] = Fr,[g,B,S], i=s,d. (5.38.15) 
其 中 8 为 规则 化 参数 ( 对 于 维 数 规则 化 ,3 = 刀 -4; 对 于 PV 规则 化 ,5 uw ). 作为 
(5.38. 15 ) 式 的 重要 结果 ,不 同方 案 中 的 炉 发 散 项 是 相同 的 : 

Siale, BS] = Sr.[g,B,8], i = syd. (5. 38. 16) 


3. 视界 存在 时 正则 方案 与 欧 氏 方案 之 间 的 关系 


到 现在 为 止 ,我 们 讨论 和 比较 了 视界 存在 时 正则 方案 和 协 变 欧 氏 方案 中 自 
能 的 发 散 部 分 . 本 节 讨 论 两 方案 中 自由 能 有 限 部 分 的 关系 . 

如 前 所 述 ,正则 和 欧 氏 方案 对 于 无 视界 静态 时 空 是 完全 等 价 的 . 这 是 因为 Me 
和 M, 上 的 有 效 作用 量 WA p HT 2E CIR ZR. 从 WW 和 艳 中 减 去 零 温度 部 分 而 
得 到 的 欧 氏 和 正则 自由 能 无 发 散 性 . 它们 也 不 存在 由 重 整 化 导致 的 反常 , 故 F 与 
F^ 在 无 视界 时 一 致 . 

ANIZ Fs Be] PIF [g, B, e] (包括 € 发 散 项 和 规则 部 分 ) 在 有 视界 的 背 
景 中 也 一 致 ,只 要 使 用 体积 截断 方法 就 行 . 在 此 方法 中 ,联系 两 自由 能 的 共 形 变换 
也 是 行为 规则 的 . 

困难 出 现 于 含 视界 的 完整 背景 中 ,此 时 ,Ms 与 M, 具有 不 同 的 拓扑 ,分 别 是 R 
x > FI S' x BB, 而 Ms Z) M, 上 的 共 形 变换 在 分 义 面 上 是 奇异 的 . 因此 ,此 时 两 种 方 
案 的 关系 需 进一步 探讨 . 

我 们 已 表明 ,存在 对 协 变 欧 氏 自 由 能 和 正则 自由 能 部 适用 的 紫外 规则 化 方法 
现在 我 们 考虑 体积 截断 和 PV 规则 化 同时 运用 的 情形 . 此 时 ,自由 能 依赖 于 es 和 PT 
参数 p 由 于 视界 被 排除 , 故 

Filg,B,p,e] = Fi lg.B,p,el. (5.38.17) 
如 前 所 述 , 等 式 两 边 当 去 掉 e 截断 时 仍 保持 有 限 . 由 (5. 38. 17) 式 得 
Fi(g,B,p] = limF;[g,B,u,e] = limFi[g,B.p.e] = F; [g,B, n]. 


(5.38.18) 
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在 极限 e 一 0 FF, ZR M, 上 的 泛 函 ,而 FS 则 为 M, 上 的 泛 函 .由 (5.38. 18 ) 式 可 
得 出 , 当 使 用 紫外 规则 化 时 ,对 于 协 变 欧 氏 程式 和 正则 程式 的 自由 能 ,不 仅 其 发 散 
部 分 相同 ,而 且 整 个 裸 自由 能 也 相同 . 

有 几 个 计算 例子 可 以 证 实 等 式 (5.38.18). 例如 ,把 Rindler 时 空中 有 质量 标 
量 场 的 能 级 密度 (5. 37. 13) 重新 在 PV 规则 化 中 写 出 , 则 可 得 到 其 正则 自由 能 ,从 
而 证 实 (5. 38. 18) 3X. 也 可 在 2 维 情况 下 导出 (5. 38. 18) 式 . 

关系 式 (5. 38. 18) 表 明 , 由 欧 氏 路 径 积分 定义 的 配 分 函数 Z^ (5. 35. 26 ) 式 与 
正则 配 分 函数 Z^ (5.35. 6) 式 相同 ,这 也 包括 时 空 有 视界 的 情况 . 这 个 事实 很 重要 ， 
它 使 得 黑洞 情况 下 G-H 路 径 积 分 方法 的 统计 力学 解释 成 为 合理 . 

须 注意 ,(5.38. 18) 式 仅 对 标量 场 和 旋 量 场 分 析 过 . 对 于 更 高 自 旋 的 场 需要 其 
他 考虑 . 


4. 关于 旋转 黑洞 和 极端 黑洞 


人 研究 表明 ,具有 Killing 视界 的 稳 态 几何 通过 Wick 转动 后 得 到 的 欧 氏 流 形 具 
有 一 个 类 似 于 静态 情况 的 项 角 奇 异性 . 这 种 奇异 性 来 源 于 形 如 (5. 37.26) 式 的 单 
圈 发 散 项 . 

关于 极端 黑洞 ,其 视界 具有 零 表 面 引 力 , 这 意味 着 此 黑洞 的 温度 为 零 . 在 欧 氏 
理论 中 ,极端 黑洞 具有 环 状 拓扑 , 故 对 任意 周期 B 都 无 顶 角 奇 异性 . 极端 黑洞 背景 
中 量子 场 的 统计 力学 具有 不 同 于 非 极 端 情况 的 重要 性 质 . 尤其 是 ,量子 场 能 级 密度 
9 的 主 级 发 散 项 正比 于 e” ,其 中 为 黑洞 质量 ,L 为 空间 边界 处 与 视界 附近 截断 
位 置 之 间 的 固有 距离 . 然而 ,紫外 型 规则 化 仍 可 用 来 消除 态 密度 和 正则 自由 能 中 的 
发 散 性 . 有 趣 的 是 , 名 与 8” 在 这 些 规则 化 中 的 发 散 项 具有 类似 (5.37. 14) ~ 
(5.37. 16) $(5. 37.21) ~ (5. 37.22) ,(5.37.26) 式 的 形式 . 对 极端 黑洞 情况 下 统 
计 力 学 的 两 种 方案 尚未 有 比较 结果 . 


5.39 黑洞 的 热力 学 和 统计 力学 


我 们 已 分 析 了 黑洞 周围 量子 场 统计 力学 精 的 性 质 . 在 一 般 情 况 下 MC TRE 
的 ,而 黑洞 粹 是 有 限 的 ,黑洞 量子 激发 的 统计 力学 粹 与 其 热力 学 炉 有 何 关系 呢 ? 

在 量子 场 论 中 ,量子 修正 是 紫外 发 散 量 ,其 发 散 性 由 裸 耦 合 常 数 的 重 整 化 而 消 
去 . 如 前 所 述 SET TIS RERO E BOBS 55, 具有 紫外 形式 .研究 指出 ,5%, 可 由 牛顿 常 
数 的 标准 重 整 化 所 吸收 . 
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现在 我 们 详细 讨论 这 一 重 整 化 . 对 于 边界 处 温度 倒数 B 给 定 的 黑洞 正则 系 综 ， 

其 全 部 信息 包含 于 由 欧 氏 路 径 积分 给 出 的 配 分 函数 Z(B) 中 
Z(B) = [LDe]expC - I[9]). (5.39.1) 
这 里 ,积分 对 所 有 的 场 进 行 ,包括 引力 场 . 

E P 代表 描述 这 些 场 的 所 有 变量 ,包括 引力 场 变 量 . (DO) AY © 空间 的 测 
度 ,7 为 场 位 形 的 欧 氏 作用 量 . 作用 量 了 包括 了 欧 氏 爱 因 斯 坦 作 用 量 . 系统 的 态 由 度 
规 的 边界 条 件 决 定 . 对 温度 为 了 ,半径 为 m 的 球状 盒 内 的 引力 场 正 则 系 综 ,积分 必 
须 遍 及 盒 内 的 所 有 度 规 , 其 周期 B 等 同 为 了 ^. 这样 的 配 分 函数 一 定 能 描述 黑洞 的 
热 系 综 . 2 与 有 效 作用 量 工 的 关系 为 = -InZ, 自 由 能 定义 为 F=B T= -B 
InZ. 由 稳 相 近似 可 得 


BF=T =I] We (5.39.2) 
这 里 D, (一 般 为 复 的 ) 为 作用 量 元 下 ] 的 经 典 场 方程 的 解 ,满足 周期 性 条 件 和 边界 
AVE. 除了 主 级 项 IL Dy |, (5.39.2) 还 包括 单 圈 修 正 项 W. 它 来 源 于 对 背景 ® 的 
场 微 拢 的 贡献 . (5.39.2) 式 中 还 有 更 高 阶 的 圈 展 开 项 ,用 (……… ) 表示 . 对 于 自由 
H, W 为 在 协 变 欧 氏 程式 中 计算 出 的 单 圈 有 效 作 用 量 , 见 (5. 35.28) XX. 
矿 中 出 现 的 单 圈 发 散 性 可 由 最 初 经 典 作用 量 了 中 的 耦合 常数 的 重 整 化 吸收 . 
为 此 , 取 了 7 形 如 


1(Gs,AMs,cy) = [d'a EL, (5. 39. 3) 


As R 
8mG,  l6mG; 
在 单 圈 发 散 性 存在 时 , 稳 相 近 拟 方法 须 做 如 下 改动 . 记 单 圈 有 效 作 用 量 WW 的 
紫外 发 散 部 分 为 Wa , 则 重 整 化 量 可 定义 为 


L= | + erR? + cpRpR” + coRa R. (5.39.4) 


= W- Way. (5.39. 5) 
现在 ,半径 典 近 似 的 起 点 是 找到 重 整 化 作用 量 Le PE. FP OW A 
限 且 正比 于 ,此 部 分 作用 量 描述 小 的 量子 修正 . 

在 重 整 化 中 关键 的 一 点 是 , Wi, 上 共有 与 (5.39.3),，(5.39.4) 式 相同 的 结构 , 故 
可 通过 对 1( Ga , As ,cs ) 中 的 耦合 常数 重新 定义 而 吸收 掉 . 换言之 ,在 最 初 的 经 典 作 
用 量 中 把 裸 系数 An, Go Fl cs ARERI A, Con, Fl Coen BITE Lu. 由 关系 式 
(5.38.9) 和 相应 拉 普 拉 斯 算得 (在 规则 背景 中 ) 的 热 核 系数 (5.38.10) ~ 
(5.38. 12) 式 可 以 得 到 us. 裸 耦 合 常 数 与 重 整 化 耦合 常数 之 间 的 关系 与 规则 化 方 
法 有 关 . 例如 ,在 PV 规则 化 中 ,对 于 非 最 小 耦合 标量 场 , 牛 顿 常数 的 重 整 化 为 


1 1 c| 1 
= hee, (5. 39. 6) 


Ga Cp 2ml 
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其 中 c=1In(729/256) , wo PV 截断 . 
用 重 整 化 常数 表示 的 自由 能 F(R) 2g T 是 有 限 的 .在 黑洞 瞬 子 上 计算 F 
CB) RT LAIS 58) S d] B 0. 988 A ri e. * UL B" ECL EA Z2 $“ 具 有 标准 形式 S” 
=B dF/dB. 如 果 暂 时 忽略 对 数 发 散 并 令 Ae =0, 则 得 
S" = S™ (Gun) + 0(h) (5.39.7) 


有 限量 子 修 政 . (5. 39. 6) 和 (5. 39. 7) RAW GF n RITA S^ 比较 . 对 于 
标量 场 ,由 (5. 37. 28 ) 式 可 得 S^ 的 主要 发 散 项 . 
G C 


Sav = 48m 4. (5. 39. 8) 
故 由 (5. 39. 6) X48 
SCR) eS CGY ES eus (5.39.9) 


HP Qu = eu 4/ (2) Hi BUG s EA 55 rH EE CIN SEHE. 在 下 一 节 我 们 将 证 
明 , 当 非 主要 发 散 项 也 包括 进来 时 ,(5. 39. 9) 式 的 形式 仍 保持 不 变 . 

(5.39.7) 式 明显 表明 ,“ 可 观测 的 ”黑洞 炉 包 括 了 黑洞 量子 激发 的 统计 力学 
Mi ,但 一 般 并 不 等 于 它 . 对 于 非 最 小 耦合 ,还 有 一 项 0 存在 . 即使 Q =0, 裸 的 纯 几 何 
贡献 $“( Cs ) 的 存在 也 明显 排除 了 把 5"  (G..) 与 具有 明显 统计 力学 意义 的 Si 等 
同 起 来 的 可 能 性 . 而 且 ,为 得 到 SS“”( Ge) VT BRAE , UBE DIL SE" Ri" S" (Ge) 
无 限 且 为 负 . 因此 ,把 SP" 与 量子 激发 联系 起 的 想法 不 行 ,至 少 在 标准 重 整 化 方案 
中 如 此 . 此 问题 的 出 路 在 于 只 考虑 特殊 情况 $ (G) =0. 这 当 Gs =0 时 成 立 , 故 
从 一 开始 引力 就 是 非 动力 学 的 . 引力 场 的 动力 学 只 能 作为 量子 效应 的 结果 而 出 现 . 
诱导 引力 即 是 这 种 理论 . 


5.40 广义 重 整 化 和 Noether fay 


在 讨论 诱导 引力 模型 前 ,我 们 先 考虑 (5.39.9) 式 的 推广 . 考虑 曲率 平方 项 保 
留 在 重 整 化 作用 量 中 的 情况 . 此 时 ,经 典 黑洞 粹 为 
RP UN |. ed OBR +400 Z + BnCL P). 
(5. 40. 1) 
其 中 积分 在 视界 分 叉 面 上 进行 .(5.40. 1) sR AY 98 — 390 9 S8 qs] Jig , FE y 5 HH 
现 是 由 于 作用 量 中 的 高 阶 曲率 项 . 
在 标量 和 旋 量 场 模型 中 ,对 于 PV 和 维 数 规则 化 ,(5.39.9) 式 具有 如 下 形式 . 
a CC 00-28 CO) seus (5. 40. 2) 
在 PV 规则 化 中 ,Si, 由 (5.37.28) 决 定 . 量 Qu 出现 于 非 最 小 耦合 标量 场 时 ， 
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Qu = bof bea L -t|n]. (5. 40. 3) 


系数 a,b 依赖 于 PV 截断 上 并 由 (5.37.23) , (5. 37. 24) 式 给 出 . 当 Qu 20 AF. 
对 于 非 最 小 耦合 的 标量 场 ,0Ou (5. 40.3 ) 式 可 写成 


Qu. = 2st[ (9 Vice (5.40.4) 


这 里 已 假定 标量 场 的 涨 落 ( 避 ) 是 在 PV 规则 化 中 进行 的 . 

量 (5. 40.4) 出 现 于 (5. 40.2) 式 中 的 原因 如 下 . 当 标量 场 非 最 小 耦合 时 , 黑洞 
粹 包括 了 附加 项 0 — 2m] sq ,其 中 中 为 经 典 场 . 在 量子 理论 中 ,0 变 成 算得 ,其 平 
均值 的 发 散 部 分 与 0 一 致 . 在 单 圈 近似 中 ,由 于 有 非 最 小 耦合 ,0 决定 了 $” 的 
量子 修正 . 

在 引力 的 微分 同 胚 不 变性 理论 中 ,经 典 黑洞 粹 可 解释 为 Neother fü. E 5.33 节 
中 我 们 证 明 ,对 于 在 固定 弯曲 背景 中 传播 的 非 最 小 耦合 物质 场 ,O 与 其 Noether fij 
一 致 . 我 们 还 构造 出 了 相 的 Noether 流 . 我 们 也 证 明 ， 


Q = Tu - E), (5.40. 5) 


其 中 ,k 为 表面 引力 ,五 为 场 的 5 则 哈密 顿 量 E 为 从 能 动 张 量 中 得 到 的 场 的 能 量 ， 
见 定 义 (5.33.2), (5.33.5) 式 .此 关系 在 诱导 引力 模型 中 起 重要 作用 . 


5.41 诱导 引力 中 的 黑洞 燃 


诱导 引力 理论 由 Sakharrov 提出 . 此 理论 中 的 低能 引力 有 效 作用 量 T[g] 定 义 
为 在 给 定 的 引力 背景 g 中 传播 的 场 的 量子 平均 : 


exp( - T[g]) = [ED ]expC - ILg, 1) (5.41.1) 


Sakharov 的 基本 假定 是 ,引力 仅 在 作为 成 分 场 量子 效应 的 结果 时 是 动力 学 的 ， 
此 ,我 们 所 处 理 的 特殊 情况 是 [g] =0. 此 图 象 中 的 引力 子 类 似 于 低温 极限 理论 中 
描述 晶体 唱 格 的 集体 激发 的 光子 场 . 在 一 般 情 况 下 ,(5.41.1) 式 中 每 一 个 成 分 场 
都 会 对 . 有 效 作 用 量 工 [gj 产生 发 散 项 . 在 原 圈 近似 中 ,这 些 项 是 局 域 的 , 且 为 曲率 
的 零 次 方 .一 次 方 和 二 次 方 . 在 诱导 引力 中 ,各 成 分 满足 附加 条 件 ,使 得 其 发 散 性 相 
消 . 该 理论 又 假定 其 中 某 些 场 的 质量 与 普 朗 克 质 量 可 比较 , 且 所 选择 的 条 件 使 得 诱 
导出 的 宇宙 和 常数 为 零 . 于 是 ,有 效 作 用 量 了 [gj 是 有 限 的 , 且 在 低能 近似 下 具有 
Einstein -Hilbert 作用 量 的 形式 


Play => aol 
其 中 ,牛顿 常数 G 由 重 质 量 决定 . (5. 41.2) 式 中 的 点 表示 对 We) 的 可 能 高 阶 曲 率 


ja * 2{ avk | qois (5. 41. 2) 
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修正 . 当 曲 率 很 小 时 ,这 些 项 都 小 于 需 因 子 mí. 真空 引力 场 方程 5W/8g”=0 相当 
要 求 各 成 分 的 总 能 动 张 量 真空 平均 值 为 零 : 
(Ta) = 0. (5.41.3) 
在 G-H BT EI AY E-H 作用 量 (5.41. 2) 的 值 决定 了 黑洞 的 经 典 自由 能 , 故 可 
Zu m s". 
考虑 一 个 诱导 引力 模型 ,包括 许多 质量 为 m, 的 标量 场 和 质量 为 m 的 狄 拉克 
费 米子 . 标量 场 可 以 具有 非 最 小 耦合 €. 我 们 引入 两 个 函数 : 


p(z) = ym - 4 Y mi qz) 


= Dm (1 -6£) +2 mi (5.41.4) 
直接 计算 表明 , 2H 
p(0) = p(1) 2 p(2) 2 p'(2) =0 (5.41.5) 
时 ,诱导 宇宙 常数 为 零 . 如 果 满 足 
q(0) = q(1) = 0， (5.41.6) 


则 诱导 引力 耦合 常数 C AR. 关系 (5. 41. 5) 对 满足 p(z) 20 的 超 对 称 , 有 质量 多 
重 态 理论 成 立 . (5.41.6) 式 则 形成 定义 &, 的 线性 系统 . 

非 最 小 耦合 成 分 的 存在 很 重要 . 此 时 ,关于 参数 m, m 和 所 的 约束 条 件 可 能 
成 立 , 从 而 保证 诱导 引力 作用 量 工 [gj 中 的 主要 紫外 发 散 项 相互 抵消 . 此 模型 中 的 


诱导 牛顿 常数 为 
E = =- = | 2, - 6&.) m. lnm, +2, milnmiad |. (5.41.7) 
TT N K 7" J 


现在 分 析 诱 导 引 力 中 史 瓦 希 黑 洞 的 丧 . 如 果 条 件 (5.41.5) 和 (5.41.6) 满 足 ， 
诱导 作用 量 中 就 只 有 对 数 发 散 项 . 但 这 些 项 以 平方 关系 依赖 于 曲率 , 且 在 史 瓦 希 背 
景 中 因 不 依赖 于 几何 而 可 忽略 . 考虑 差 $ - 0, 其 中 $ 是 有 质量 的 标量 , 旋 量 场 的 
BDR, O 为 因 标量 场 的 非 最 小 耦合 而 出 现 的 Neother 荷 . 假定 S" 和 0 已 按 同 
种 方法 规则 化 ,如 PT 方法 . 在 低温 极限 下 ,可 以 计算 出 这 些 量 的 主要 项 m; . 在 此 近 
似 下 ,$ 5 PV 规则 化 中 的 Si (5.37. 27) 相同 . 类 似 地 , Noether 荷 近似 等 于 
(5.40. 3) RAY Qu. 容易 检验 ,对 于 史 瓦 希 黑 洞 ,$” 和 0 中 的 主要 发 散 项 相 消 ， 
且 由 (5.37. 27) 和 (5. 40.3) 式 可 得 


C Lee uH 1l y 
S = Q = Stn — Qin = Gab C (5. 41.8) 
这 里 ,C 为 一 个 发 散 的 常数 . 在 我 们 的 考虑 中 , C 可 忽略 ,因为 它 不 依赖 于 黑洞 几 
fij. Flut s^ - 0 ye ili s" = ic^ 一 致 .结果 (5.41.8) 式 也 可 用 维 数 规则 
化 得 到 . 
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FH (5. 41. 8) X, Ria h EAR HBT EMA EERE. Si 源 于 视界 
附近 一 窗 层 上 的 积分 ,大 小 约 为 各 成 分 的 康 普 顿 波长 的 量 级 , 与 普 朗 克 长 度 可 比 
较 . 因此 ,黑洞 箭 只 依赖 于 视界 的 局 部 性 质 . 此 结论 意味 着 关系 式 (5. 41.8) 必然 对 
一 般 静 态 或 稳 态 黑洞 也 成 立 . 

由 (5.41.8) 式 可 以 得 到 另 一 结论 :黑洞 粹 S” 与 统计 力学 炉 S^ 并 不 相同 . 实 
际 上 ,S” 为 有 限量 ,而 S” 则 由 于 各 成 分 给 出 5 的 发 散 项 而 发 散 .在 (5.41.8) 式 中 ， 
S 的 发 散 性 通过 减 去 0 而 消除 . 可 以 证 明 , 在 此 模型 中 ,0 具有 的 发 散 项 . 因此 ， 
非 最 小 耦合 场 的 存在 不 仅 对 理论 紫外 有 限 是 必需 的 , 它 也 使 $ 的 发 散 性 能 通过 减 

对 于 Noether fij 0 出 现 于 关系 (5. 41.8) 式 中 ,是 否 有 统计 力学 解释 呢 ? 一 种 
可 能 的 机 制 . ESE 5 | Fy ELT i 53 23 E I T 73 2€ R EAE. 由 于 反作用 效 
应 ,黑洞 几何 会 因 这 些 场 的 量子 涨 落 而 发 生变 化 . 结果 之 一 是 场 的 能 量 E 在 平均 
值 E=0 附近 的 涨 落 引 起 黑洞 质量 在 其 平均 值 M 附近 的 涨 落 . SR $” 确 定 了 间 
隔 (M,M+AM) 内 的 态 数 密度 , 故 exp(5S”) 与 黑洞 质量 谱 的 简 并 度 pC MI) 一 致 . 现 
在 ,用 微分 质量 公式 易 证 ,精确 到 普度 克 常 数 的 最 高 阶 时 ,黑洞 质量 的 改变 AN 与 
成 分 场 的 能 量 改 变 AE 相同 . 因此 ,寻找 黑洞 质量 谱 的 简 并 度 就 简化 成 寻找 成 分 场 
的 能 量 谱 . 特别 地 ,黑洞 粹 与 的 数 密度 v(E) 的 关系 为 e” m vli. 

与 S^ ARTA, SET TEMG S^ 与 使 系统 沿 Killing 时 间 平 移 的 哈密 顿 量 的 谱 相 
关 . 有 1 与 相差 一 个 Noether fii Q. 这 就 是 $ 与 $ 不同 且 由 (5.41.8) 式 联系 的 

为 什么 具有 能 量 E 的 态 数 密度 有 限 , 而 及 的 态 数 即使 在 等 外 有 限 理论 中 也 发 
散 ? 这 与 存在 Killing 视界 时 量子 系统 的 特殊 性 质 有 关 . 我 们 已 指出 ,此 时 单 粒子 
激发 的 频率 谱 没 有 质量 际 . 换言之 ,存在 频率 小 到 可 忽略 的 模 , 称 为 软 模 . 任意 多 的 
软 模 可 加 进 这 样 的 系统 而 不 会 影响 则 能 H.E 是 软 模 导致 五 谱 的 附加 无 限 简 并 . 
然而 , 软 模 对 能 量 E 的 贡献 并 非 零 ,上 且 已 谱 没有 过 多 的 简 并 度 . 

PROM EA TARA SE E 5 H 2 Noether fij 0. 实际 上 ,0 仅 由 软 模 决 定 . 
为 看 出 这 一 点 ,把 视界 附近 的 黑洞 几何 用 Rindle 空间 近似 (4.2) 式 就 足够 了 . 由 
(7.4) 式 ,Q 由 分 义 面 劝 上 标量 关联 平均 值 (上 > 决定 .在 Rindle 近似 下 ,此 关联 为 

(Px) 6(x')) = trl ph(x) (x) ] 
ES do [d n... K(x) ba, K(x) 
+ (nw +1) du, k(x) be ,k(x’)] (5.41.9) 
这 里 ,nm。= [exp(2mo/k) -1] 为 在 Hawking 温度 下 具有 能 量 o 的 粒子 数 . 函数 
ob. K(x) ZEA (5.35. 11) 式 确定 的 单 粒 子 哈密 顿 及, AY E PC. 在 Rindler 空间 
(5.37.2) 式 中 ， 
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«eiim quo (sinh mo/&)) 
T 


2172 -iot  -ixjx 
172 Je 
K 


Kiw/«[p(m * kj) e 


(5.41. 10) 
其 中 k 和 zz 为 沿 视 界 的 动量 和 坐标 .K iw/k 为 修正 后 的 贝 赛 尔 函数 . 当 到 视界 的 
固有 距离 p FAM, Kiw/k(p(m + Eo HF KA (w). KE, S4 25 HX 
(5. 41.9) 式 的 一 个 变量 在 视界 上 时 ,只 有 软 模 的 贡献 能 存在 . 运用 PV 规则 代 并 在 
(5.41.9) 式 中 取 极 限 p 一 0 ,就 可 得 到 Qu TE R 20 时 的 形式 (5. 40. 3). 
AESH T PAD 5.41. 8) 的 统计 力学 解释 . $” 由 对 应 于 给 
定 黑洞 质量 M 的 物理 态 数 密度 决定 . 物理 态 与 黑洞 外 成 分 场 的 激发 态 相 关 , 而 后 
者 导致 黑洞 质量 的 涨 落 . 物理 态 空 间 可 以 通过 所 有 热 激发 的 空间 对 软 模子 空间 的 
分 解 而 得 到 . 这 就 去 掉 了 附加 的 简 并 ,使 得 物理 态 的 数 密度 有 限 . 这 种 对 软 模 的 分 
解 等 价 于 从 S^ PIRE Noether 荷 而 得 到 S”. 这 种 机 制 类 似 于 规范 理论 , 软 模 起 着 
纯 规 范 自 由 度 的 作用 . 


5.42 小 zu 


我 们 主要 讨论 了 黑洞 时 空中 量子 场 热 系 综 的 描述 . 这 个 工作 源 于 黑洞 物理 的 
核心 问题 一 一 找 出 黑洞 粹 的 统计 力学 解释 . 

黑洞 附近 量子 场 统计 力学 的 主要 困难 与 附加 的 热 ( 红 外 ) 发 散 有 关 . 当 这 些 发 
散 性 存在 时 ,正则 方案 和 协 变 欧 氏 方案 之 间 的 关系 需要 重新 考虑 . 在 前 几 节 中 ,我 
们 着 重 分 析 了 其 规则 化 方法 和 发 散 性 . 我 们 证 明了 正则 和 协 变 欧 氏 方案 是 等 价 的 ， 
且 以 同一 规则 化 中 两 方案 发 散 性 相同 . 此 问题 的 一 个 重要 性 质 是 一 种 规则 化 中 的 
热 发 散 具有 另 一 规则 化 中 的 紫外 发 散 的 形式 . 这 种 对 侦 性 对 黑洞 粹 的 讨论 至 关 重 
要 . 对 黑洞 箭 有 贡献 的 热 发 散 与 使 引力 耦合 常数 重 整 化 的 紫外 单 圈 发 散 有 关 . 

我 们 分 析 了 黑洞 粹 问题 ,并 证 明 此 问题 不 能 在 引力 理论 中 用 标准 的 重 整 化 方 
案 解 决 . 重 整 化 需要 最 初 的 裸 炉 , 它 有 纯 几 何 起 源 , 且 ( 在 无 非 最 小 厅 合 时 ) 为 负 的 
无 穷 大 量 . 但 是 ,如 果 裸 的 经 典 ( 主 级 ) IREE, ERIS S” 可 直接 与 黑洞 量子 
激发 的 统计 力学 炉 $ 相关 . 新 的 重要 性 质 是 这 个 关系 必须 包括 非 最 小 耦合 场 的 
Noether fij. 在 无 裸 引 力 的 单 圈 紫 外 有 限 理论 中 ,$” 与 S^ 的 关系 为 

S"28 -0 (5.42.1) 

这 种 理论 属于 所 谓 的 诱导 引力 理论 . 在 这 些 理论 中 ,引力 作为 具有 普 朗 克 质 量 的 重 
要 成 分 场 的 集体 量子 激发 的 结果 而 诱导 出 来 .产生 低能 引力 的 同样 成 分 场 导 致 了 
Bunt S". 

对 具体 模型 的 分 析 表 明 ,关系 式 (9.1) 是 理论 上 自 洽 的 结果 ,Noether fay Q th 
定 了 系统 能 量 Uu HEZA. YS) FRR Ae Fa IE. 它 可 与 
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成 分 场 系统 关于 其 能 量 的 简 并 联系 起 来 . 后 者 与 哈密 顿 刀 的 简 并 不 同 . 


在 此 方案 中 ,对 炉 有 贡献 的 场 ( 成 分 ) 被 认为 是 基本 的 . 可 以 预见 ,这 些 场 可 产 
生 于 基本 的 量子 引力 理论 如 弦 论 中 .这 种 机 制 现 在 还 未 存在 .但 它 的 可 能 存在 也 许 


fie PE T BST STE. 


附录 A 曲率 在 与 黑洞 视界 面 
正 交 的 子 空间 中 的 投影 
我 们 定义 一 对 正 交 矢量 
ni = (0, g” ,0,0), 


uis : 0,0, 2 


= E = E pl (Al) 
|- (gu + 20g, +F gee) |- (gu + 20g, + Veo)? 
n, =| 0, 2 0|, 
g 
n, = 上 (gu + 20g, +O gee) 0.0 F l- (gu + 20g, + Fem) | (42) 
1 - OF EOS: 1 - OF J 
通过 宛 长 的 计算 ,得 知 曲率 在 与 视界 面 正 交 的 子 空间 的 投影 
Raa = È Renne, 
Raa = Y RovAonemiment, (A3) 
可 表示 为 
P XE" 12 ^ 12 
tọ 2 tọ ð 9e 0 Ip t 
Ra = e| ia | E Sie dee a E e 
See! or / SSee ðr or Soe! or ? 
3 dlnfdg” 1 dgw dg” 1 Ige dg” 9 i ( A4) 
2 or or 2gw Or Or 2g,, Or ðr or 
ir35. k^ 32. Eee ggn 
Rover (Tn ,0) 2 ral EE Soe _ 2 E 8 
f 2gs Or | ge Or ðr 
「 12 rr 2 rr 
" 3 | 0g. 3 of dg ag | | (A5) 
285. Or ! 2 ðr ðr Or dry 


方程 (A4) 和 (A5 ) 给 出 
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R,, (rs,0) — 2R,,, (rn,0) -| 9 + 3 ag nf 1 3g | | gw à 1 9g 


or 2 or or 2 or | Loo or Pro or ， 
Bef à es [^ (A6) 
f - or Soe TH 
附录 B 视界 的 外 曲率 几何 
利用 由 (Al) 和 (A2) 式 定义 的 矢量 n 和 ,我 们 引入 诱导 度 规 
Yw = Sw — nuns = nans. (B1) 
其 非 零 分 量 为 
Lie rr fHg^ 
Yu = Je T A A 12? 
Eve T: Uge + gs Q) T 
Eie Soe - fg” F gis 0) 
Yi = Cas Hg (gis + g« Q) ( 7 gi tfENE - Zege) ) 
n n m Lie + Js = 22 90.60 D ga, O 站 i 
Ye = £go, 
e Hg (gw + ge OQ) 
Yeo Soo + 2 Je E. E E A 2 AA. ( B2) 
(7 gs tfgoeg = 2g, gi Q — g. ) 
式 中 ， 
| 0-0) | 
H o 1 + Boal ) 3 (B3) 
BuBee — Sw ^ 
TER ( B4) 
Soe 
由 正 交 矢量 my, (a 21,2) ,我 们 定义 的 外 曲率 
Kw =- Yp Ys Aang- (B5) 


在 黑洞 外 部 ,其 非 零 的 分 量 为 


^ 2 rr ANE 
K. E Q (Bie - fag ch goo £i O) OS ce 
p= 2 2 rr\ 3/2 
2f gH (g^) ór 


" A & £i + sg Ex Eog Q) (gio -sg + fas Hg BE Soe gi, Q) Ogio 
372 


f aH (e) ór 
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LU c fies + fas + asas D) 
4 2 rr. 372 
2f gs H (g^) 
| 2 rð 2 Og Og, 2 dg” 
A eee L ag ae - 2808 e + fs, e 
a, 2 rr ~ rr pe A2 
K. - OC Zio - JEg + gos gi O) (fHg + gu O gos ) I ee 
ie 一 2 2 rr 、 372 
2f Sool (g ) 


, 


or 


Og. + Ze Ô) (go -= fog + gg.) Ogio 
2 rr \ 3/2 
2f gH (g^) ðr 


2 rr rr ^ rr ^ a2 
4 (— gi + fgg - fas, Hg - Eos gi, OX) (fHg + gu + gu ) Ire 
2 2 Trx 372 
2f gH (g ) 


or 
~ 2 rr rr x 
4 (gio 本 Zoo Q) (gio - [Beek + fg Hg F Soe £i Q) 
3 2 Try 3/2 
2f goH (g^) 


2 wr O 2 0g Og, 2 0 "| 
Sec A + Sic 25 = 208 + fee En 2 
1 i OL vo 
ae 2 or’ 
K; = Hg i Bie x ge ) 1 IS ce (Zie + Zo Q) Iie 
ü png 2 or (ae eg, + god) ðr 
mf Eie es 28 
+ (ge tg (UE. ust ðr 0g xm 
tp 中 中 t 2 rr 2 9 
me dec xU PH UE) 


(B6) 


b 


K = ( - fHg" ) A- gi, + sg - gg OQ) (0^ 4 a 
10 — rr 2 rr ~ 2 A2 
2fHg ( 7 £i + f8 008 - 28 668 Q — g. ) 


00 00 


+ ((- fHg") ^ (e = f2 eeg + fe Hg" * g«c&i OQ) 


2 rð 2 Og 0g: 2 ~ Ôg 2 0g 
, (ges z * Ste A pu 28.e8ie 2 go Q 38 + fi 中 中 
2 rr p rr ^x 2 A2 , 
2fg Hg (7 gs + fgg = 2g,,g. Q — g. ) 


i 


"ECT - fHg" ) (fHg” + gs + g) | og, 
e0 一 rr 2 rr ^x 2 Aa 
2fHg (Lie fe ek + 286680 + go ) 00 


OL 1 
90 | 
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rr. 1/2 Fx | 2 wv 9 0g Og, 
( - fg ) (Ese faul gg A eg. do: - 2B e080 0 
2 Be pa as” || 1 
Q + 2 rr ^ 2 ^2." 
RO 00 f£« 00 28 0 ( = Sie + fog m 2g. € p. go Q ) 
(B7) 
相应 的 逆 变 分 量 为 
u 2 rð 2 "n à 2 rð 2 Og 2 4,098 
K, = (Eog of zi 2g.,Hg u T gH 8 f + ge 一 2g, H 一 
or or or or 
~ Og 2 ~ Og 0g, 2 A Ôg: 
Sa 28008 HO = gos = 28.68: "(1 H) 2808) = 
or or or or 
0 mr 3/2 
+ 2g HO 77 + fey x —(1 - H)')! Qf aH (87) ), 
"I 2 "n à 2 2 rð 3 nam 3 0g 
K; = Eseg Hg MAN Dyg k aa - H) + goH = 
t or or or or 
2 r 08 2 A 08 2 “ges ~x OF 
- fes gu, H 8 MT * gos £i, K T - fi o Hg Q s gi, HO u 
or or or 
3 A3 0g 0g 0g, rr 0g, 
m go Q pea Eos H —— - fa. Hg” ðr = fa Hg 2 
30 m OB : pus s g 9€. 
= E. = 2g + ga HO. + fas gi H ud m H) 
rr 3/2 
+ fa QU - fg HO SUM uin 
KM -- gr)? PM 
r 


eo rr 0 Um 
Ki = (gems H g E: * 2. gi. Hg Qo f * EAE [9 M * 2fg Hg ðr 


E = 2 0g e 98 
=f gel (g ) = +2 g,, HO = F Eesti " + 2g, 8eHO A 


2 me 0g 3 A4 0g 2 m 0g A af 
iw 2fgoo Hg Q ts go Q P 2fg gi, H 8 ae E 2g, gi HO 7 - 


rA 


2 ~ OF 
“一 2g,,g,, € 


m fa s 


m 29, e, HO 


$ A 和 ~ 0 t 
Iie ei t Sie 
or or 


rr rr 


0 ~ 0 ~ Og 2 
+ feq HE + Yb HOT + fg X EA Qf gH (7) ). 
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10 K 2 sm 2 "n O 5 0 
K, = (-fHg")" (2g seb i eee 2 -fes(m y of 


00 
Og ve 
+ fess Hle) a + 2gergiog ot - 2e. e. Hg ot + 28% 38 


2 + O86 og ~ Ogee 
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"Masse E “ag ais “55 由 2f euge H(g ^) (- go 7 ge 
- ge £u + fas g d - ( B8) 
外 曲率 的 迹 K = g” Ki, 是 
i 1 of 


| 2 2 m 2 3 n2 Of 
E) = i =~ -f1 -H —— 
M seg H (p) EnEeESE 5, K ) gge (8 ) o 
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2 En 
+ Oguge Eis E. 3 + gegag A & T ote ir (g^) 


Ogec 2 eie 


or 


4 Og 2 r 
+ Eug —— — f(1 - 2H) £uge ££ - f sug H (g) 


or 


0g A3 0g 
aceti 2H) gogg 0 Ee -2go A — 


* 28g. gi. Q 


4 A4 08 3 Og. 2 r Og, 
- Zogo “= - gL coke 一 一 + 2/(1 - 2H) £08 co8 eS = 
or or or 


~ 0g za OL; 
a 2- 6gwgas gis : 
r or 


2 x 
= 6808 ee 


4 a3 OL: 2 2 Og 2 3 ng. 2 3 "og 
- gogo E — + füngisEs E f Eont E + 2f Bugs Hg. E 


5.2008 3 0g 20 
-f gog Hg E + 2feuge go A E EE ag" 


or or or ? 
K =0 ( B9) 
由 方程 (B6) (B7), (B8) 和 (B9) 给 出 的 量 在 视界 面 上 都 为 零 ( 在 邻近 视界 处 各 
ERS e 成 比例 ). 由 以 上 的 讨论 我 们 得 到 ,在 视界 面 上 
KK = 0, 
tr( K.K) = Ka K? = 0. (B10) 


附录 C Carlip 边界 条 件 


为 了 完整 和 方便 起 见 ,我 们 列 出 Carlip 边界 条 件 . 
要 用 协 变相 空间 技术 在 黑洞 的 Killing 视界 上 建立 起 Virasoro 代数 ,就 得 考虑 
各 量 在 视界 邻 域 中 的 变 分 . 为 此 ,Carlip 定义 了 一 个 “延伸 视界 ” 
X - €. (C1) 
式 中 X gax XX 是 Killing 矢量 ,e 为 小 量 . 所 有 计算 结果 都 通过 取 e 趋 于 零 而 
定 值 于 黑洞 的 事件 视界 . 在 “延伸 视界 ”附近 ,引入 与 xX 的 轨道 正 交 的 矢量 pa. 
y X = —2kp,. (C2) 
AP k 是 表面 引力 . 矢量 p 满足 如 下 关系 


Day E 
XP =- pu X20, (AERA) 
K 


px, (视界 上 ) (C3) 
为 了 保持 视界 处 的 “ 渐 近 ”结构 ,我 们 引入 以 下 边界 条 件 
dx = 0， 
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Xt de = 0, 
1 2 2 
õp, =-— uy) C4 
p x (8x ) 20, Æx =0, (C4) 
tHe’ BSN M 的 边界 9M 相 切 的 任意 类 空 单位 矢量 .表面 形变 矢量 取 为 
E = Xp + 7x, (C5) 
式 中 函数 A 和 n E ARTE 
G zm 1x A O 
= a i 
as C 
? 0, (C6) 


citis c - -e a" = a Rex NAILIN 速度 ) 可 通过 ( C7) 式 求 出 


Bc E. (C7) 
8657 | kl ， 


式 中 e 是 . 罗 上 的 诱导 体积 元 (. 罗 为 Cauchy 曲面 C 与 Killing 视界 面 x. =0 相交 的 
(n-2) - 维 截 面 ). 条 件 (C7) 的 作用 是 保证 存在 生成 元 H[ £] XT WE E ARTE DAL 
-ASA (DX 0,) 的 微分 同 胚 单 参数 群 ,方程 (C7) 变 成 正 交 条 件 


[EZR ~ Suso (C8) 
利用 将 来 取向 的 零 撩 量 
N =k -ax -t, (C9) 
其 中 心 - ->l E ale], = -1 ,可 以 把 体积 元 写 为 
€i s, = pu (XN. = XN) +, (C10) 


忽略 的 项 对 积分 没有 贡献 . 
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6.1 粒子 对 的 上 自发 产生 过 程 


Zeldovich ( 1972) ,Starobinsky( 1973 ) 和 Unruh ( 1974) 研究 了 稳 态 时 空中 粒子 对 


ree 
弯曲 时 空中 日 旋 为 零 的 荷 电 粒 子 的 克 莱 因 -高 登 方程 具有 形式 
A I 2b ese l- gg" a eee A b(x) - (x) = 0. 
gt Ox Ox 

考虑 稳 态 时 空 背景 ,将 克 尔 -纽曼 度 规 代 入 ,上 式 可 写 为 

| ð, Að, — H (r +a )ð, +að, * iger] -ur + -H ðsin0ð, 

1 D) PS PNE 
— ne - pa cos 0/9 = O. 
sin0 


此 方程 可 分 离 变量 . 令 
i( mo - ot) (9) (r) 
p=e X wv, 
得 到 


e d m I^ 252 2 
uae i 'os -K 
E dU dg + Rear awsinð | + wa cos |X x. 


=- Vy. 
式 中 ， 
V2 Apr +K) - [or +a)-om-osr]， 
dz = - dr/A. 
H(6.1.5) A V»0 是 禁区 ,我 们 有 『 了 <0 ,或 
[w(r +a) -am - Qer] -Alur +K) 20 


* 2 2 
dr  r +a 


dr A 


此 时 视界 为 


空间 无 限 远 处 为 


(6. 1. 


(6. 1. 
(6. 1. 


(6. 1. 
在 禁区 内 了 >0, 可 把 有 效 势 了 看 做 势 垒 . 为 了 看 清 这 一 点 ,可 引入 Tortoise 坐标 


1) 


cD) 


.3) 


.4) 


.5) 
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中 间 为 了 > 0. 所 以 了 为 具有 一 定 宽度 的 势 垒 . 

下 面 计算 自 真空 中 的 粒子 产生 率 . 利用 量子 场 论 中 人 射 态 和 出 射 态 的 概念 , 设 
外 场 局 限于 时 空 范围 0 内 ,入 射 态 和 出 射 态 分 别 为 Q 的 过 去 无 限 大 和 将 来 无 限 大 
的 态 .分别 以 


P: (x) Fn (x) = (Pr (x))* 
表示 人 射 正 能 态 和 负 能 态 , 则 它们 组 成 一 正 交 归 一 的 完备 集 
(PË PE) 28; 2 £ (n? ,ni), 
(P! ng) = 0. (6.1.9) 
式 中 正 负 号 分 别 对 应 于 费 米 子 和 玻 色 子 . 
任意 场 函 数 可 以 展开 为 
p(x) = [ar P7 (x) + (a )' ni (x)], (6. 1. 10) 


Hh a Ca? ) 分 别 是 入 射 正 能 粒子 的 潭 灭 算 符 和 产生 算 符 . 它们 满足 下 述 量子 
条 件 : 


Lat, (a) Je = &. (6.1.11) 
我 们 定义 人 射 真空 态 1 训 > ,为 
a, lin >a = 0, Wi. (6. 1.12) 


由 此 可 得 aj ai lin >a 20, BD INT Lin > 20, Vi. NT 为 人 射 正 能 粒子 数 算 符 . 所 
以 ,(8.9. 12) 式 意味 着 人 射 真空 态 不 含 人 射 正 能 粒子 . 
完全 类 似 ,我 们 也 可 以 定义 
P” (x) n (x) 和 | owt >e. 
所 谓 真空 中 产生 粒子 , 即 人 射 真 空 态 | 六 > ,中 包含 出 射 粒子 ， 


或 n; =a <inl (a; ) a; lin » #0, (6. 1. 13) 
其 中 n, 代表 平均 粒子 数 . 
由 


o= Slate + GL) nt] = Y ap eG) n), 
两 边 同 乘 以 (P”) 并 利用 (8.9.9) 式 可 得 


a" = Y Gi" pe yat + QU nt) (at) ], (6.1.14) 


(a7)! = M LT pz) (ac)! + (QU nt) ar]. 
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引入 
a e» apes Ba = (pr ,ns ), (6. 1.15) 
(6.1.14) 和 (6.1.15) 两 式 便 简写 为 
a; = 2. (oa; 十 Bua, ) ; 


(ai) 2; [on Car)” + Baar J. (6. 1. 16) 


这 就 是 Bogoliubov 变换 . 
不 难得 出 


n; = > [Bap + oan; ]. ( 6. 1. 17) 


式 中 Bi 叫 正 负 频 混合 系数 . 

由 (6. 1. 16) AI (6. 1. 13) S&P] n; X 

n; = > Bi pa = 2 | pa p = 2. | (pi^ ni) [s (6. 1.18) 

可 见 , 自 真空 中 产生 粒子 ,或 入 射 真空 中 包含 出 射 粒子 的 关键 是 出 现 正 负 频 的 
混合 . 

在 弯曲 时 空中 ,只 要 我 们 能 定义 正 负 频 解 ,就 能 定义 产生 和 沽 灭 算 符 ,就 能 定 
义 真 空 ,而 只 要 两 套 不 同 的 真空 出 现 正 负 频 混合 ,就 可 以 自 真空 中 产生 粒子 . 

在 目前 所 考虑 的 Klein 机 制 中 , 正 负 频 混合 系数 为 

Bi = (pi ne) , 


正好 就 是 透射 率 幅 
pp as (6.1.19) 
因此 在 Klein 机 制 中 , 强 静 电场 引起 正 负 能 级 的 交错 是 产生 正 负 频 混合 的 原因 . 
(8.9.19) ÈP ITa? = 1g, 与 自 真空 中 以 “4” 标 志 的 入射 负 能 态 nw 产生 以 
“2” 标 志 的 出 射 正 能 态 产 ” 的 平均 粒子 数 成 正比 ,而 所 产生 的 平均 总 粒子 数 为 
N= Yin~ Dita’, (6. 1.20) 
式 中 “i”,“k” 等 表示 一 组 完备 量子 数 集合 . 
考虑 到 守恒 律 的 限制 ， 
T, = Ti = Toa DCO — 9,)9..,, 
其 中 o 表示 初 态 或 未 态 的 能 量 ,a 表示 初 态 或 未 态 的 分 立 量子 数 , 则 
ni «E Tal? =I T, =l Top, l [Co -oo)] ， 
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N= Yn -~ /ed 


2 


2 1 
8(@; = w, ) 元 jd 


oa, 
ii 


故 
ES ou Aig fao, 2, (Toa; |’ (o; — w) 5 — 


o yV 1 ] 


m (6. 1.21) 
HORUM 可 以 得 到 黑洞 外 粒子 对 的 产生 率 ， 


E 6.1.22 
^ XT ( ) 
用 WKB 近似 法 ,可 以 计算 
E = 2|[V^dz. (6.1.23) 
ITIze*, 
Up UIS AS 引入 局 部 正 交 标 架 oo, : 
do" = o;dx', 
1/2 1/2 了 
an 0 0 - ( —asin 0) 
p p 
, 0 5 0 0 
(ar) = A (6. 1.24) 
0 0 p 0 
x» 4 2 
-sinü-—- 0 0 sing ——— 
: p 
此 时 克 尔 -纽曼 度 规 具 有 形式 
ds =- do, + do; + do; + das, 
式 中 
A^ 
dw’ = " (dt — asin dọ), 
dw' = ae, 
dw = pdé, 
dw = sinb. l [(r +a )dg - adt]. (6. 1.25) 
p 


由 于 
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a = p sin0,o =lal, 
我 们 得 到 
Ira sing | 
Ct 0 on 
1/2 
0 A 0 0 
(at) = R (6. 1.26) 
0 0 ae 0 
P 
a 1 
L Ap psin@! 
于 是 在 正 交 标 架 中 有 
F, = apay Fro. (6. 1.27) 


电场 和 磁场 的 分 量 分 别 为 
E, = ep (r - a cos 0) , 
B, = ep 2arcosQ. (6. 1.28) 
E, = E, = E, = B, = B, = B; = 0. 
此 式 表明 ,电场 和 磁场 互相 平行 ,这 是 引入 上 述 局 部 标 架 的 结果 . 
在 局 部 时 空 范围 内 ,我 们 采用 平 直 时 空 近似 和 均匀 电磁 场 近似 . 在 这 种 近似 条 
件 下 , 海 森 伯 和 欧 勒 早 就 指出 , 波 函 数 可 以 由 分 离 变 量 法 求 得 . 自 旋 为 1/2 的 解 具 
有 形式 


pp =e u [(eB) (y e k,/eB) ]i(z), (6. 1.29) 
IP u, 为 n 阶 谐振 子 的 波 函 数 ,V(z) 满 足 方程 
dy (go z 
FM (E -Ny - 0, (6. 1. 30) 
2 1 Bi 
Rm dm esp On) se (6. 1.31) 
透射 率 
T =e, (6. 1. 32) 
在 n=0,o = -1/2 时 最 大 ， 
u, = N,H, (aë) exp( - j£). (6.1.33) 


n=O, 对 应 谐振 子 的 基态 或 粒子 只 有 沿 o 方向 的 运 
ap -二 表示 透射 的 费 让 了 流 是 极 化 的 ,分 支 比 


= exp(-27B,/E,). 
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自 旋 为 1/2 的 费 米子 ,所 产生 的 总 粒子 对 数 为 
(eg, mB/E, 


2 
| 


punt 
N = i gd tAm 

式 中 
g = psin 0. (6.1.35) 


62 霍金 辐射 


霍金 (1974 ) 发 现 , 黑 洞 像 一 个 黑体 一 样 , 具 有 温度 Te = M igi :的 热 辐 射 . 霍金 


计算 的 是 一 颗 夫 缩 的 恒星 正在 形成 黑洞 时 的 量子 效应 “RAM 步 研究 发 现 ， 
完成 地 缩 后 的 永久 黑洞 以 及 任何 一 个 具有 未 来 世界 的 静态 和 稳 态 时 空 都 具有 完全 
相同 的 霍金 辐射 . 

下 面 就 介绍 霍金 所 做 的 推导 . 

图 21(a) 所 示 为 一 已 完成 志 缩 的 史 瓦 希 黑 洞 的 Penrose R, EERI J AMJ 
是 渐 近 闵可夫 斯 基 区 . 对 I 区 来 说 ,可 以 选择 UJ UH Cauchy ffl. 图 (b) 表 
示 志 缩 中 的 黑洞 ( 史 瓦 希 黑洞 ) ,阴影 部 分 为 雪 缩 星体 占据 的 部 分 . 此 时 工区 的 


Cauchy MÆLI UJ ,而 J 和 J 仍 为 浙 近 闵可夫 斯 基 区 . 


I r-0 Tt 


r-0 I | 


图 21 


wI 处 (1= -% ,r= +%) 的 和 人 射 标量 波 的 正 、 负 频 解 为 
fom (r,0,0,t) ,fam (7,0,0,1). 
任 一 标量 波 函 数 可 如 下 展开 . 
p(x) = Y, [dol aonfan 二 Qaim fo ). (6.2.1) 
入 射 真 空 10 > ;的 定义 为 


du, 10 >n 20 
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Vo,l,m, 


(6.2.2) 


在 1= +o 时 的 出 射 标 量 波 可 在 今 -(:= +0 r= c0) IH (t= +0 ,r=2m) 两 


处 出 现 , 故 := + oo 时 的 正 、 负 频 解 分 别 为 
(Poin Pom) Z AÈ, (quis qus) H fib. 
任 一 标量 波 函 数 可 展开 为 
(x) 22 py faot Db os Dol» + biin P oim + CoimYoim + Cohn s 
现在 我 们 感 兴趣 的 是 要 去 计算 正 负 频 混合 系数 
Busse = (Painfoin ) , 
及 人 射 真空 中 所 含 出 射 粒 子 数 
«0l Nasl O> = <O1 Bimbo! O > = [dol Bass. 
为 了 简单 ,我 们 讨论 无 质量 标量 粒子 的 产生 . 
拥 缩 是 的 终 态 对 应 的 外 部 度 规 为 史 瓦 希 外 部 度 规 
| 
人 


2 


在 无 质量 标量 场 的 情况 下 ,可 以 用 分 离 变量 法 解 到 莱 因 -高 登 方 程 


A,A; = 0. 
令 
e(r,9,9,0 ~ r’ Ra(r)Y,(0,9)e", 
则 得 到 径 向 方程 
d | s i ] 
aR + ee [I(1 +1)r +2mr ES -2m) Ru =0, 
dr ' r^) 
式 中 
“=r+2mnnl 一 -1 
r r * 2mlnl Sm pE 


为 Tortoise ^^ fg. 
引入 有 效 势 
zl Dr 4 2mr |(1 -2mr' ) ， 


, 


则 (6. 2. 9) 式 可 写 为 


aku + (H Ix V) Ra = 0. 
r 


M 7 一 oo (r >o ) 时 ,一 ”0 ,于 是 得 到 解 
Pom = r exp( - iu) Ym, 出 射 波 ; 
fam = r exp( -iov)Y,n,, AVE, 


(6.2.4) 


(6.2. 5) 


(6.2. 6) 


(6.2.7) 


(6. 2.8) 


(6.2.9) 


(6.2. 10) 


(6.2.11) 


(6.2.12) 
(6.2.13) 
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NP 
u=t-r w=ti+r, 
HAF (286) 坐标 . 在 这 一 坐标 系 中 , 史 瓦 希 度 规 具有 形式 
ds = (1- 2mr. ) dudv - r dQ. (6. 2. 14) 
WKF FAS ABS fuu AFETE v = const. EHR, Ai BAU, AIRS 


St” Yeas u =const. 到 达 今 ”, 变 成 出 射 波 pom (如 图 22). 


i 


E T EUR BU Fg eG ES BRE RUE BEE , SLE A DBE fuu UR — E 
的 频率 vo ,这 样 我 们 就 可 采用 几何 光学 近似 以 讨论 上 述 * 反 射 ? 过 程 . 
现在 我 们 希望 找 出 函数 关系 


u = u(v), 
令 v=w 是 投射 在 塌 缩 星 上 而 变 为 有 "的 和 人 射线 路 径 ,显然 所 有 晚 于 vo (v > vo) 
的 入 射线 都 不 可 能 被 “反射 ”出 来 ,只 有 早 于 wmw("<w ) 的 人 射线 才 可 能 被 “反射 ” 
以 形成 出 射线 . E H^ 某 点 作 一 指向 未 来 的 零 和 撩 n", 设 -s (e 是 一 小 正 数 ) 是 联 
结 此 点 与 一 大 值 的 邻近 世界 线 的 矢量 , 划 出 完整 的 Penrose 图 ,把 矢量 -en 沿 
H 平行 移 位 到 H SH 的 交点 处 ,此 时 矢量 - en" 整个 在 HH , 取 入 = -ce ™ 


c>0,k= 和 | 为 及 上 的 母线 的 仿 射 参量 ,在 交点 引入 该 点 的 局 部 惯性 系 , 则 在 交 


HA =0,dx"/dd =n", 


dx dn” 
ax dN p: 


这 表明 ,在 入 =0 的 领域 ,m” ESERE, A A ERE - en" 的 长 度 即 
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入 e 
e dx 


~ dÀ 


dà = n"e A 2 x'(A) - x'(0). 


一 En 


由 此 得 s=ce ". 

现在 把 矢量 - en" 移 回 原 位 置 ,然后 把 它 平移 到 及 v 的 交点 ,再 沿 w 平移 
到 极 早 时 的 大 7 处 ,由 于 平移 时 矢量 与 短程 线 间 的 角度 不 变 , 所 以 矢量 - en" 将 如 
图 22 所 示 的 把 vo 与 某 个 v 联结 起 来 , 即 


v- =— En. 


在 r= +% ,时 空 平 直 ,光线 的 切 矢 n^ = OS PC D, 即 


-ku 


v-v =- £D = - cDe 


故 


u = u(v) = - 4mln aS (6. 2.15) 
© cD 
可 把 出 射 波 
Pisin = No ^r exp(iou)Y,, 
改写 为 
Pom = No ^r exp i4moln ^ ^ Ye, 
N= gs 1 € < ijs 
N=0 (v > vo ) 
由 
Ps | deo” Caucus frs 十 i 
可 得 
i dve Pu = Now!” aA P 
2m^-* 
p de Unus sque Cr i T 
2m/-* 
故 
4 un iy " w ee — vo 一 J (6.2.16) 
olm olm Sms d > ?Xp| 1 Ham m , e 
B B EN "0 a o MELLON 7 ] Uo 一 "| (6 2 17) 
olmsam = 3 L| Oey ui > ^Xp| 14m oin CD l’? ses 
Boor = — ia 0’) (6. 2. 18) 


MIE. Lo -可 看 做 是 把 wu。 延 拓 到 负 w' 轴 上 的 结果 ,但 
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二 | oo no ud auo E 
Qus = Dm o. | dve 
2 if mu | v i2 "Q "ru 
X m i» [dee ] - ca 
w PEN ai iz Lr | 
= — 4 2m(-o) * * e'7Tr ad s 6. 2. 19 
Su 0. dE m( - o) e i ( ) 


注意 ,为 了 使 积分 收敛 ,我 们 进行 了 代 换 

Ww ie. 
w 20 是 一 个 奇 点 ,为 了 把 @' 从 正 值 解析 延 拓 到 负 值 ,我 们 必须 沿 下 半 复 w' 平 面 
内 的 半圆 周延 拓 过 去 (图 23 ) , 即 


Wwe , 
@ =0 
| 
图 23 
故 
Qo -o^) =-i(e ^). ow 
= deo, (6.2.20) 
Bou Bow = € ce Qvo 
由 
(Popo) = 1 
得 
fawi Can ow - C Bow] = 1. 
Bp 
, à 1 1 
(Nom) = fd'l Baw I? = m = =—, (6.2.21) 
e* -] ev -] 
式 中 
-K| hk |. 
— 2mk! Qake! 


此 即 著名 的 霍金 辐射 公式 . 
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在 一 般 情 况 下 ,可 以 证 明 , 任 一 具有 未 来 视界 的 静态 或 稳 态 时 空 均 具 有 霍金 执 


辐射 


霍金 辐射 的 发 现 , 不 仅 解决 了 黑洞 热力 学 中 存在 的 矛盾 ,而 且 揭 示 了 引力 理 


论 、 热 力学 和 量子 理论 之 间 的 联系 . 


当 黑 洞 温 度 总 比 周围 环境 的 温度 高 时 ,黑洞 将 不 断 向 外 辐射 ,失去 其 质量 ,最 


后 可 能 “爆炸 ”消失 . 下 面 我 们 就 来 讨论 黑洞 的 寿命 . 


由 于 霍金 公式 和 普 朗 克 公 式 相 似 , 故 可 利用 斯 特 落 - 玻 尔 兹 曼 公式 估算 黑洞 的 


放 能 率 和 寿命 . 
根据 斯 特 藩 - 玻 尔 效 曼 定律 ,我 们 有 
E A 2m k. 
dudar ee S uS 
A-216uGc M. 
由 此 得 到 放 能 率 


dE d 46 eie 
a ^D M DI (erg/s) , 
式 中 工 为 势 垒 穿 透 率 ,可 近似 地 取 为 1. 
质量 为 M 的 黑洞 ,其 寿命 为 
vm 107 M (s) ~ o" [4] (Œ). 


© 


HWM = Mo , 则 了 ~10“(K) , 放 能 率 为 
= = 10 ^ (erg/s) ; 


T = 10" (Æ). 


如 果 按 这 样 的 速度 减少 质量 ,这 样 的 恒星 在 宇宙 诞生 至 今 这 


W 10” g 这 是 完全 可 以 忽略 不 计 的 . 
如 果 设 NM<10 g( 微 黑洞 ) ,比如 设 
M 23x10'g = 3000(T), 


T = 10"(K), 
则 放 能 率 为 
we = 10” (erg/s) = 10 (W), 
寿命 


T 7 10 (s). 
对 于 MN=10”(g) 的 所 谓 原初 小 黑洞 ,有 
T= 10 (K), 


(6. 2. 22) 


(6. 2. 23) 


么 长 时 间 里 质量 只 减 
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dE 


TT lO" (erg/s) = 10 (W), 

T 二 10" (年 ). (6.2.24) 

由 于 宇宙 极 早期 物质 密度 的 涨 落 , 有 可 能 形 成 原初 小 黑洞 和 微 黑 洞 . 如 果 确 有 
Pea a a a E 
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1. 静态 黎 曼 时 空中 狄 拉 克 粒 子 的 辐射 


在 静态 时 空中 有 gu =0 ,我 们 讨论 已 经 通过 适当 坐标 变换 使 度 规 对 角 化 了 的 


2 


ds = a, d£. a dx ady adz. (6.3.1) 


由 此 我 们 构造 零 标 架 


lp = Ee 一 Qi ,0,0) ,n, = ee E a;,0,0), 
2 2 


EE E UU MEE URN S (6.3.2) 
2 2 
从 而 得 到 Newman-Penrose E 
SEN 1 ð i ð i ð 
a, + ao Qi» 
D dod» ma aia OY Qod3 Oz aa; Oz ^ 
m 1 1 9 1 0 i 9 i ð 
下 二 二 [ Qo a ao ai} > 
2 2 aoas Oy did» OY Qa; Oz aidz Oz 
1 1 ð 
£m 2a, 
2 Q dodi Ox 
"E B NN 1 ð 
p- Lr a2 Q3 | > 
2 D aa. Ox aiaz Ox 
TE ee DE 1 ð 
ma a2 Q3 | > 
2 2. aia, 0x aia; OX 
| 1/1 à i 9 
a | a3 CQ2 | ， 
2 2 a.a; 0x Qa; Oz 


c=), p-2p, B--a, v=-K, T=-T, Y=e. (6.3.3) 
旋 坐 标 形式 的 犹 拉克 粒子 场 方程 具有 形式 .: 


/ l. = 
P’ t 一 IOs = 0 
V AB 2 p 
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T E 
y aQ“ 十 id = 0. (6.3. 4) 
由 (6. 3.2) ~ (6. 3.4) 式 可 以 得 到 
Eg i9 ZD MILLE Fy +] - be OO ay Te es 
ao Ot a, Ox a, OY a3 OZ 
lia | 
T Jal P inns t5 I— a nasa, d; F, -ipG, = 0， 
1 93 1 ð ; i 
t " Lindo a2 as | Fy, + | - HE acide 
do Ot ay ras a, OY a3 OZ 
1{ ə i | | l 
T Jal By ovas am pyle di az | F, -ipG, = 0, 
1 0 1 0 了 0 1 0 
A G Ae Sie 
a, Ob a Ox "E a eas mE y aa Oz 
1f ] i ] : 
2a; y, diras MR 3, ne a2 G -ipF; = 0, 
gl J 
1 93 1 ð 1 ð i ð 
G o, 19 
ao Ot a, Ox Hå nayara : 3 i a, Oz 
1f ] i ] : 
+ P hasta Jesh J nasa; | | G1 -inP = 0, (6.3.5) 
3 J 
— Jr f£ uf VAS BUB REJE XX : 
NE | Hl a E ENT 
|Y ET EY da 2 inasasas] ty t 3 lInaoaias 
3| 0 1 
ty s 203 Dnavares - iu wb = = 0, (6. 3.6) 
(00 1 0) 
$^. 11000 1 edo % 
Wo ms — KY 
7/1 0 0 0 Qo 
‘0 1 0 0 
0 0 1 0 | 
i 110 00 -1 loa 
Y= io he E 
“al 1 00 0 a 
0 10 0 
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0 0 0 I! 
y 0 0 10 s 
Se, 三 一 YY， 
mw o -100 4% 
-1 0 00 
0 0 0 -i 
^ 1/0 0 1 0 人 
Wi me 三 一 YY， (6.3.7) 
“| 0 i 0 0 as 
-i0 0 0 
yy tyy =2e 7, (6. 3. 8) 
式 中 7 为 4 x4 单位 矩阵 . 
在 方程 (6.3.6) 中 , 令 
1 a 
y (ayia) V, 
可 以 得 到 
| 9 1 0 uu l9 a, | 3| 9 DE ay |] = 
[IY at. at y ae aba +Y ag uno iM jy = 0, 
(6.3.9) 
选取 坐标 ,使 得 x 轴 平 行 于 视界 面 F(x,y,z) 20 WERE n: 
ea (6.3.10) 
Ox S Ox J 
由 于 视界 是 零 曲 面 
OE OE cct (6.3. 11) 
Ox Ox 
因而 我 们 得 到 
"oF = 0. (6.3.12) 
L ax! 
这 一 方向 分 解 为 两 个 方程 : 
g' = om, = 0， 
Ox 
我 们 考虑 第 一 个 方程 . 在 视界 面 附近 e 可 以 表示 为 
g =-p (x,y,2)(x - E)" (6.3. 13a) 


或 


+ = p(x,y,2) (x - £)”, (6. 3. 13b) 


1 


e 184° 第 6 章 黑洞 的 量子 效应 


这 里 * = 是 视界 曲面 方程 . 假定 p(x,y,z) 是 非 零 的 有 界 实 函 数 . 由 于 g 在 视界 两 
边 变 号 ,而 且 度 规 是 实 函 数 , 所 以 m 必须 是 正 奇 数 . 

go = q (x,y,z) (x - E)' (6.3. 14a) 
或 

a, = q(x,y,z) (x - E)”. (6.3. 14b) 
表面 引力 加 速度 k 具有 形式 : 

1 11 EA 
K= zg / B00)? © gw 


P. poo Op 2 "E 
zo oM og 


) 


_ 1 l (m4n-2 2 | E 
= 3npd(x - $)? ES aa191|(z - 0]. (6.3. 15) 


k 在 视界 面 附近 应 为 有 界 , 非 零 ,于 是 有 
mtn=2,n 40, 


1 2| a | 
«= To] 2| 31 i] - 6]. (6. 3. 16) 
在 视界 面 上 有 
limk = -np(€)q(&.). (6.3.17) 
引入 Tortoise 坐标 
dx = 2k(x — &£)dx (6. 3. 18a) 
或 者 
^ li dx 1 
x= | Ier 5, InG - 8). (6.3. 18b) 
在 视界 面 附近 , 狄 拉克 方程 简化 为 
E) 1 ð a 1 ipea 0 al ð 
| q(x ES ot TO T £) ge F à, Oy 
2 eg ] 41 9 av Tul 58 ) f ^ 
— Pn a qe a, az 2a, git! Pas | - ilv 
-0, (6.3. 19) 


每 一 项 乘 以 (zx -) 了 ,并 代入 条 件 
(x -&£) <I1l,mtn 22, 


此 方程 进一步 简化 为 


0 (6. 3.20) 
s ot x? 
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A 
y = e “中 (xz)， (6.3.21) 
TU (6. 3. 20) 式 成 为 
ep «Y iQ) =0. (6.3.22) 
以 了 表示 转 置 , 则 此 方程 的 4 分 量 
plax) = (fi ,fg 8) (6. 3. 23 ) 
具有 形式 
f = of = ae 
g =e e = ee. (6. 3. 24) 
进入 视界 的 入射 波 和 离开 视界 的 出 射 波 分 别 为 
A P OS (6.3.25) 
2 2 


-ioV on 


QT 2e L(0,1,1,0) = e "e" (0,1,1,0)" 
2 2 


e (6.3.26) 
式 中 V=t+nx 为 超前 爱 丁 顿 坐标 . 
度 规 行列 式 g 在 视界 面 上 非 零 有 界 , 则 有 m -n=0, 于 是 m =n=1. 
视界 面 上 每 一 点 均 为 波 函 数 的 分 支点 ,通过 解析 延 拓 ,可 以 把 视界 外 的 波 函 数 
延 拓 至 视界 内 .视界 内 的 出 射 波 函数 为 
WIE se LU ae] (0,1,1,0)" 


- e D E (ew 79) = 0150 


= We (E - x)exp 77, 
总 的 出 射 波 函 数 为 
DIT = Nu] ya = DWG- 8) +E — WCE | 


(6.3.27) 
WP y (x) FEIT ER ERE pa (x -£) b. (E-r) EAH 4 OME LEE PRR, FR 
们 有 


Cpa (x =E), pa (x -= €)) 
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= | ya- Epea- EY (x- E) I-gdx=1, (6.3.28a) 


QU (E x) e (E = x) 
= [rE gn (TY Wo (E-x) edx = 1, (6.3.28b) 
式 中 N。 是 出 射 波 四” 的 归 一 化 因子 . 在 视界 外 , 波 函 数 (6. 3. 27) 表示 离开 视界 ， 
向 外 传播 的 正 能 狄 拉 克 粒 子 流 . 在 视界 内 ,(6. 3. 27) 式 表示 向 奇 点 逆 时 传播 的 正 
能 狄 拉克 粒子 流 ,这 等 效 于 向 着 奇 点 传播 的 负 能 反 粒子 流 ; 在 视界 外 部 领域 中 有 正 
反 粒 子 对 产生 . 
由 7" 的 归 一 化 条 件 ,我 们 得 到 


(07,07) = 及 exp T2) d ed (6.3.29) 
或 者 
No = Z = 1 (6. 3. 30) 
exp( 77) +1 exp) +1 
式 中 了 = SL A Ey SE A 2 8C e 是 视界 面 上 的 引力 加 速度 . 式 


(6. 3. 30) 即 为 静态 时 空 狄 拉 克 粒 子 的 霍金 辐射 热 谱 公式 . 
2. BR -纽曼 - 德 西 特 时 空中 的 霍金 辐射 


GER -纽曼 - 德 西 特 (Kerr-Newman-de Sitter) 时 空 不 是 渐 近 平 直 的 . 这 一 时 空 
线 元 在 Boyer-Lindquist 坐标 中 具有 形式 
ds = z^ - Aa sin 0]dr - xar - iae 
一 gg T a) 一 Aa sin 0] 


sindo’ + Sl Aur +a’) Se esi edd (6.3.31) 
式 中 


2 2 2 
E-r +a cos 0, 


A, = 1 + 3 Aa cos 8, 
TN D RN IU - 3Ar) -2Mr + Q^, 


Aa . (6.3.32) 
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由 度 规 (6. 3.31) ,可 以 得 到 


PNG Soe ee. (6.3.33) 
gm 的 逆 为 
a E 2 242 2 2 a A, 9 A, 
-一 = < 一 — Aa si 
ad XA AL Ae +a) „a sin 0] 2H ee 3 
2 rere | jani 
0 = , 25 a 
5 = A, -和 "0 = 
28 AA, Sin 0. «d sin ay t SAA, 
Jg 


[Ar +a) - A] (6.3.34) 


010 中 - 
度 规 (6.3.31) 是 含 宇 宙 项 的 Einstein-Maxwell 复合 场 方程 的 解 ,其 中 电磁 势 为 
Ase sg 0r(0,0,0, et O (6.3.35) 


(1) 标量 粒子 的 辐射 
将 (6.3.31) ~ (6.3.35) 代 入 克 莱 因 - 高 登 方 程 


| 


© tied, B® +p D =0, (6.3.36) 


得 到 
NE M | Sadek eee 
xod reser poU PT Td 
- Na i6) P + ie ggr + | P + ie Lor 
x] Dino ZA A LAC 十 a ) AJl T ie sg resin 0 | 
l2 A Qrasin 7 “sin0 Bia [A.(r +a) - A] 
Lap XH (BH XAA 
| i 
x 了 + ie gor f a ie Se rasin 0 
| 3 = BINS ea a 
“| ae ZA, Tr adir D ab B E 
PROS al 5. = 2 0| 5. s 
] — o 
X Qrasin 0 | àr pine Sar! al Bu Y 30) 
+p® = 0. (6.3. 37) 
此 方程 可 分 离 变量 上 和 (r,6) , 令 
O(t,r,0,b) =e "e"* d(r,0), (6.3.38) 


方程 化 为 
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| - ER [A (r +a) - Aa sin 8)(o - 5300") 
oZ A EAE Sad} ME LE eQrasin 6) 
= va'sin®@) (m ~ ss id o 
+ SA Asno A Ava sin 0) (m sgeOrasin' 0) | (r,9) 
1 ð 9 A 1 9 
~ $09 ~ gau agti ag PCs) 
十 we P(r,0) 
= 0. (6. 3. 39) 
引入 Tortoise 坐标 r, 其 微分 形式 为 
dr = iG +a )dr (6.3. 40a) 
或 者 
A, - (6. 3. 40b) 
dr dr 
1f (6.3.40) HARA (6. 3. 39) 式 ,得 到 
ies Sree ca +a) - Ae sin 0] (o - sseQ7) 


aga. [ A, (r +a a = A]( - ger) (m - ggeOrasin 6) 


my 2 
I 


4 :: Asin A Ava sin 0) x (m - 


sgeOrasin e) EX r,0) 


sat a) Oar Ra © d (r,0) 


1 
Ysin0 90 


-= 0. (6.3.41) 
该 时 空 的 视界 面 方程 为 


A = (r +a)ll -3Ar) - 2Mr + Q? 


T Assino 7 re 0) + w (r, 0) 


1 


4 3 2 2 6M 2 
SOSA Feo r + Sa 4) 
-AA ra) orn) r)Gorn) 
= 0. (6.3. 42) 


LM >a +0 ,方程 A=0 有 四 个 实 根 ,r,sr, r Mr ERr, prr A 
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IE,r. _Affi.r,. QD _ Ej de Sitter 宇宙 的 视界 对 应 ,r， AE 与 Kerr-Newman 黑洞 的 视 
界 对 应 _ 换 名 话说, rr -是 受 Kerr-Newman 黑洞 作用 的 de Sitter 宇宙 的 视界 ， 
r, r Je S£ E EN A 作用 的 Kerr-Newman 黑洞 的 视界 .下 面 只 讨论 视界 r, 和 
r, ,上 的 辐射 . 

在 视界 附近 ,A,<1, 用 A, 乘 以 (6. 3.41) 各 项 ,得 到 方程 


Ae D (nc seetr) ~ Fel (m c getrosi] 


R'a,a 2 1 1 2 n 
2 - we - c eQrasi P(r,0 
t2 5 (r +a )(o sger) (m ygeQrasin 6) (r,0) 
p o a. 0 3 24 0 i^ 
-5C +a ) d +a) 本 中 479) 
= 0. (6.3.43) 
A, TIRE 4 
Hp LI se ED (r0) = RC) OCO) ,可 以 得 到 
dr r +a 
ty: 2 Elor +a) - am] - eQr} °R = 0. (6.3.44) 
A 
m = Blw(r.t+a) - am] - eQr,, (6. 3. 45) 
FE r, 附近,(6.3.44) 式 简化 为 
E Re m qug (6.3.46) 
dr (r.* a ) 
解 之 得 
R ~ exp| + | = exp| + (o - EmQ - eV) r] 
= exp[ + iE (@ - w) r] = expl + i&o r/], (6. 3. 47) , 
Qr. 


式 中 0 = 二 ” ;是 视界 r, 的 角速度 ,了 =4 = 是 视界 7, 上 6=0 处 的 静电 


ys 
r, ta r, +a 


势 . oo = =mQ + 二 eV, (o-o)r-or.. 


计 入 时 间 因 子 , 则 自视 界 r, 向 外 的 出 射流 
Vag =" (6. 3. 48) 
进入 视界 7+, 的 入 射 波 
WI s e tOO, (6.3.49) 


引入 超前 爱 丁 顿 坐标 
y-te&r, (6.3. 50) 
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AX 
E 


则 (6. 3. 48) (6. 3. 49) 式 可 以 SM 


UJ e (6.3.51) 


Tece E n ODE (6.3.52) 
me = 
In(r -r.) = LA ; l ono fa (ra= r-)(re=r--)r 
3 rita 
= «B r, (6.3.53) 
式 中 
usd oe d ze eg need nido (6.3.54) 
68 r,+a 
是 视界 面 r, 上 的 引力 加 速度 . 
由 (6. 3.53) 式 可 以 得 到 
(r-r.) = ep, R r), 
于 是 出 射 波 可 改写 为 
P a I (6.3.55) 
ORR FE TE UR i P SEA 90 R19 A ROT UE d E) 7 135 T VL IE p VS] BA E ERR 
AE can pese Ps KU a) 
= P (r, - r) eTo, (6.3.56) 


EE, AAA E e P BP E Se BD BR C n] A N 
p” = Na y(r- r,) Po (r-r,)+ y(r,- r) Po (r,- r)exp 


| 
7 (a - a) |]: 
(6. 3.57) 
SUP y (x) EMRK, Po (rr) AW (r, -7r) 是 已 经 归 一 化 了 的 波 函 数 .N。 
gw" 的 归 一 化 因子 . 

在 视界 外 > r, ,(6.3.57) 式 代表 强度 为 N 或 流 密 度 为 二 Ns 从 视界 向 外 传 
播 的 出 射 正 能 粒子 流 . 在 视界 内 + <r,,r 为 时 间 轴 . 上 式 代 表 在 引力 场 中 逆 着 时 间 
前 进 的 正 能 粒子 流 , 实 际 上 就 是 在 引力 场 中 顺 着 时 间 离开 视界 传播 的 负 能 反 粒子 
流 . 这 意味 着 在 视界 上 有 正 反 粒 子 对 产生 . 

TEQUE 的 归 一 化 条 件 

(0,0) = Ny exp 


ce) 


Kn 


-1} = 1 (6.3.58) 


得 到 
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N, = To- NE - : 


K, 


(6.3.59) 


exp 


RP k, 是 玻 尔 效 曼 常数 ， 


Ki, 
Ty Ink,’ (6. 3. 60) 


是 黑洞 视界 的 温度 . 
对 于 宇宙 视界 ">,. , ,用 相似 的 方法 经 过 相似 的 计算 过 程 ,可 得 视界 表面 引力 加 
速度 


UR X LN E NE NE on 
65 ri, ta 


视界 7, ,的 温度 为 


Ke 


UT (6. 3. 62) 


EM ,由 (6. 3. 54) 和 (6. 3. 61) 式 得 


1 mcr. 


Ka~ y aTa M+ M -a-Q, (6. 3. 63) 
r.+a 
Ke ~ | A (6.3.64) 
(2) 狄 拉 克 粒 子 的 辐射 
由 度 规 (6. 3.31) ,构造 对 称 零 标 架 
v 1 = - 2 
bs Ei +a) 80,5, |, 
H | 1 z — 2 2: — 
= JSA Ei +a’), AVE. 
m” = | 1 | iHasin0,0, A, ig 
LISA, ”” sin® |? 
ges i 二 生生 (6.3.65) 
2YA， | Eu 的 "x Tr 


由 此 可 以 得 到 零 标 架 的 协 变 分 量 .可 以 证 明 上 述 零 标 架 满足 伪 正 交 条 件 和 度 规 条 
件 . 由 这 些 零 标 架 分 量 ,可 以 得 到 Newman -Penrose 旋 系 数 的 表示 式 : 
z 1 


| As " E 
= 一 | 一 | (a sin0cos0 - irasin0) , 
iax| x ) 
1 | |z | ieee A, 
e = abs | cA +| 1 Ev Dec +a ) - M - yiacosó ; 
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p= | a 5 (r + iacos0) , 
1 | zf 1 2 EA 2 2 A, 
cue BA Ly Aj(r +a) - E sin 0|cot cyiresin8] , 
w=p,B =-a,y =€,7T =-T7. (6. 3. 66) 
各 微分 算 符 的 表示 式 为 
"s MEE REL WE. ð z A 
D F l p S = NS = ae |S 
zm C Parr ccu Lac 
n ð 1 1 à ND J 
人 = = E = , 
P ax" T USA, (ege ru ge 
a Mug hod à |. dE UN 
ò = = i= ` 0 s 
mods c gsm re ae ons 
TEE 1 | = gas ð à ik UN 
5 = = a ， . (6.3.67 
M ax 23A sean EB Ing OR ( ) 
电磁 势 的 表示 式 为 (6.3.35) 式 ,由 (6.3.65) 和 (6.3.35) 式 可 以 得 到 
a [1] 
A, = Ayn" = 6.3.68 
E E | 
A,m" = A,m" = 0. (6. 3. 69) 


FH (6. 3. 66) 式 可 得 
€-p=-(p-y) 
AEN 
223A, 


A, , 1 2 1 2 2 
| Er + iacos0) +(1 3 Ar )r M 3 Ar(r +a) 


, 


MS 


AX 


Aàl a’ sin0cos0 - YXcot0 —-irasin0 + EJ Ed sinOcos0 | 


3 A 


(6. 3.70) 


4% (6.3.67) ~ (6. 3. 70) SAXA hr v7; FE (6. 3. 4) ,得 到 


ds 
dM NE 2 

| BG? ta’) 240,24 Ba 十 
l au ar ab 


| io 4iacos0) + | 1 : Ar 


A] 
r-M pA +a) + ieQr|F, 


ES 


n ð iB ð 1 
5 2XA, 


00 = sinbdd 25 


| — iZasin@ 9 + Ay 
ot 
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jt 2 1. 
(a sin0cos0 — Xcot0 — irasin® + 25 E sinOcos0) | F, - 1G, = 0, 
3 A 2 
x l3 
]:- pum ia 2, 0 0 = 0 
Bn LENT pou Oop Ee 
zl io +iacos0) + | (1 DA |r M PA +a) + ieQr F> 
CA TE a | iR a 
+| ——| iHa: 
Ps usd st age anh oe 
1 ; 2 Li 
- 230] sin0cos0 — Xcotð — irasin® + E x, sin6cos0) | Fi = pue = 
1. 
We EPE 2, 0 0 = 0 
FSi a Tel ae r Bb 
ns oe yee A Oe 
2 sore eee 3 r )r 3 r(r a jer [Ge 
1 
esl] a n 9 dE ð 
| DSA, ee ae ag ane ae 


0, 


一 SO sinOcos0 — Xcot0 + irasinð + + Nesingeos0) |6; 一 gi -0, 


d 


E Zaa aag 0 n ð 
sx LET Nude Aca Bes. 

1| A, f l 
-i| 5C —iacos8) + (1 PA M pA 十 a ) + ieQr 6, 
f1 Ta . o ð à iB ð 

Byn Ts 


iom l. 
- «(a sin0cos0 - Xcot0 + irasin® + EN AE oso s - Ww, = 0. 
2X 3 An 2 


A 


V JE REJE GN BU hr ENT Fe 


EP. / 


比较 (6.3.71) 和 (6.3.72) 式 ,得 到 


; yL 工 
al +a) Y 十 | sa Basmey, 


(6. 3.71) 


(6. 3.72) 
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= A 
y | XA y 
ee 
= A 
y YA oY, 
EI prb i- 
3 2 一 ^ 2 EN 8 
=| =| oH 6. 3. 73 
Y | SA) ay "s singY ( ) 
式 中 右 端 的 y* 各 分 量 分 别 为 
(0.0 1 0 
a 0 0 0 1 
Y s= , 
1000 
-0 1 00 
| 0 0 -1 0| 
A 0 0 0 1 
Y= , 
1 0 0 0 
-0 -1 0 0- 
10 0 0 - 1] 
2 0 0 -1 0 
Y= , 
0 1 0 0 
-1 0 0 0 - 
[0 0 0 1 
Y = M ME (6.3.74) 
0 -1 0 0 
1 0 0 0 


y" 是 克 尔 -纽曼 - 德 西 特 时 空 的 狄 拉 克 和 矩阵 ,而 人 d Dd RI Jed EISE AG AK BE SER 
阵 . 直接 推导 可 以 得 到 


ly y] = 2g" I. (6. 3.75) 
^ 
SATE. G SA ud gens. (6.3. 76) 
我 们 有 
edd Ne MGR gaint pact -MÉ £A DS Eus 
or 2 | or 


(6. 3.77) 


Hf (6. 3. 76) RI(6.3. 77) RIRA (6. 3.71) 式 ,得 到 
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E: A 
Cer ð 0 = 0 r 了 
| XA | gt? +a) arde. * E sr Aego + ieQr Fi 
| 1 Ili Jens cadet à iB ð 
+ rmm e mi — 
| XA i&asin0 5; tA 30. sind Ob 
- L a sinðcosð — Xcot0 — irasin® + 1 AX ?110c0s0 | R - ip. G, -0, 
2X ~ Ay 
» «1 
l 3 er 0 ð 4 0 A ^ 
E Ete *ta)g ^a t tag ay + tacos8) + ieQr|F; 
| 1 hil ER can à i 9 
+| 一 zi -一 za S 
| XA i&asinO 3: + Ay 20 sm ab 
- x a sinOcos@ — Xcot0 — irasin® + l As sinücosó | D 一 ip. G; -0, 
| ` J 
NS | 
Ea 2. 0 Duis de, cd. as 2 
SA Ete PO) Gp gp oa 23 07 eee C, 
* 1 
fa "| = à a iB a 
| XA. i&asin0 pE + Ag a0 sind 0d 
- A a sinðcosð — Xcot0 + irasinð + A AX? sinðcos0 | lé = iF =0, 
>| 3 Ay J 
1 
Lo) 0 ð n= 0 A ^ 
SA EG Pace PU Sr. CO) + ieQr | G: 
: Mu 
- d E. à, iB ð 
| XA i&asin0 3: + Ay 30° sind ad 
一 i| a sinOcos@ — Xcot0 + irasinO + L AX singcosg | le = ip F, =0. 
>| 3 A, J 
(6.3. 78) 
引入 Tortoise ^^ pr, 
dr = x +a )dr, (6.3. 79a) 
或 者 
d A, 
(6. 3. 79b) 


dr (r +a) dr 
将 (6.3.79b) 式 代入 (6. 3.78) 式 ,得 到 


= ay ; 2.0 - 0 A, 
E(r +a)—+4+(r +a )—. + Ba— + 
ae aaa ary 


r + iacos0) + ieQr Fi 
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5 al 


Pee E UTERE ORE 
"n ETT ° 96 sin0 dd 
1 | ，. "E 1 AX. a T or 
- — | a singcosb — Scot — irasin® + — =a sin0cos0 | |F; - ip( A)? Gi = 0, 
23. 3 A, J 
= ð 2 2, ð Esto A A 
BQ ee ete he Se eee ee ry. ieOr| Fs 
| ET re ad asi" + iacos0) + ieQr 
r m 
SI UB ð ə iZ ð 
+ | A iSasin0 + Ay 30 Toad ab 
_ 起 | a sinOcos0 — Xcot0 — irasin0 + Y "d sinOcosO0 | R - ip XA)? G, =0, 
pe Ag 2 2. 0 2 2. 0 = 9 A, ^ 
Eg ta) (r Po (on + ieQr Gi 
N Srl 
A l| aoo n ð ə iZ ð 
| X — i&asinO d: + A, 36 sind ad 
| " l-^ x 
- L a sinÜcos0 — Xcot0 + irasinb + i AX sin0cos0 | lé -ink( A,)? F, = 0, 
23. 3 A, j 
ES ð 2 2. 0 = 0 A A 
Br ta) +(r +a) <+ equ. — iacos ieOr G 
| aL 35 dd jx iacos0) + ieQr 
r scd 
A li . o n ð à iH 9 
| N i&asin0 ze + Ay 39 tng ab 
I, es x gee: 
= x a sinO0cos0 — Xcot0 + irasinO + + A sinócos6 | [^ - iM( A,)7 F, = 0. 
(6.3. 80) 
A 
d ger a 
y PM EA 2 (6. 3. 81) 


IH 
oO 
c 

9s 


代入 (6.3.80) 式 ,得 到 
罗 2 2 2 2 0 — A, . . 
-iBw(r *a) *(r +a) —.* ima + zr + iacos0) + ieQr |fi 
ðr 23, 


ee | 
ð Em 1 


900 F sind 2X 


r < . 2 ie . . 
* | -一 | - Zawsinð + A, (a sin0cos0 — irasin0) 


LA 


1 1 As. : T, 
+ —cot0 - AC sin0cos0) f? — int EA)7g, =0, 


0 
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A, 
| -iBo(r +a )-(r +a) E NT iE ma - —(r + iacos0) + ieQr |f; 
ðr 23, 


2 1 
A, ^ — . E 2 4 . . 
* | x Fawsind + A, Z - gs - js sinOcos0 — irasin8) 
1 
4 了 eol 一 ns fi — ip(2A,) 7g = 0, 
0 


gı 


EE 2 J A, 
-iBo(r +a )-(r +a) ie iE ma - —(r - iacos0) + ieQr 
ðr 23, 


t 1 
zd H 1 = Pas "o 
ET | 1 | - Eawsin0 + A, En 十 = js sinOcosO0 + irasin®) 


1 
+ E 一 on g: —ip(>A,)7f, = 0, 
0 
_ 2 2 2 2 0 — A, . . 
—-i&o(r +a )+(r ta) —-*i&ma + —(r -iacos0) + ieQr g> 
ðr 23, 


.1 


- | AE | Eawsiné + A As Em - le + irasin0) 
Ee TR '80 sind 25 — > i 
1 Lex ; TE = 

+ —cot@ — — ~a sin8cos0) g: - iul A) "f; = 0. (6. 3. 82) 
2 6 A, 


和 在 (1) 中 讨论 视界 面 方程 (6. 3. 42) 的 情况 一 样 ,我 们 只 讨论 视界 面 r, Aer, Ab 
的 霍金 辐射 . 
在 视界 +, 附近,A, 一 0, 于 是 (6.3. 82) 式 简化 为 
-iSw(r+ta)+(r+t+a) S i&ma + ieQr. |f; = 0, 


| * 2 2 2 2 d " $ ] 
-iBoe(r.*a) -(r.*a) —.*i&ma + ieQr. f, =0, 
L d sj 


5 
| 罗 2 2 2 2 d . - . ] 

-iBo(r.*a) -(r.*a ) —.*i&ma + ieQr.|g, = 0, 
i dir J 
[ -- 2 2 2 2 d . — . ] 

-iBoe(r.*a) *(r.*a) —.*i&ma + ieQr.|g;, 20. (6.3.83) 
i dr J 


解 之 得 


= 
: ama + egr : ^ 
fi = exp] i Z <I ENTS = exp ito cuia 
r,+a 
| Ema + eQr | 
fr = exp| -i Zo- — "Jr | = exp] - i&(o -mQ Jr. 
r.ta 
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= 2| es Ema + eQr, | M 7 n 
& = exp) -i Ee - ——,——g—.|r| = expl i&(o -mQ - eV) r|, 
l r,+a J 
& = exp] i Zo- ENETH | = exp | iE (w - mQ - eV) 4 .(6. 3. 84) 
l r,+a 
式 中 
mt (6.3. 85) 
r,+a 
为 黑洞 视界 7, 的 角速度 ; 
Saget (6.3. 86) 
&(r.*a) 
为 r, 上 两 极点 处 的 静电 热 . 
A 
@ = MQ + eV (6.3.87) 
及 
E(w-w)r=or, (6. 3. 88) 
在 F,G; 中 省 写 因 子 exp Cim) Ill 
F, v QU) F. 7 ~iw(t+r) 
G, " QUU a 2 QU (6.3. 89) 
HH (6. 3. 89) 式 可 知 , 进 入 视界 r, 的 入射 波 为 
jue PS qt. (6. 3.90) 
2 
由 视界 r, 向 外 的 出 射 波 为 
人 (6.3.91) 
2 
WP T 为 转 置 算 符 . 可 见 人 射 波 和 出 射 波 正 交 . 
引入 超前 爱 丁 顿 坐标 
Veter, (6. 3.92) 
可 将 (6.3.90) 式 和 (6. 3. 91) 式 写 为 
Wee t PERN E (6.3.93) 
2 
out -ieV dior? 1 T -ior 2i (e-og r^ 1 T 
a uos Me g 00,0 =e e"H (1,0,0,1) (6.3.94) 


在 视界 面 附近 ,(6. 3. 79a) 式 可 写 为 
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E 3 (r. +a )dr 
dr= A “oS 
A (r.— r4)(r.- r.)(r.- r..)(r- r.) ce 
积分 ,得 到 
ln(r-r) =- Ly ree) (rer) (ree 2s Br 
r,+a 
(6.3.96) 
式 中 
Ks = gg as rn Gir) re) (6.3.97) 
= r,ta 
为 视界 +r, 上 的 引力 加 速度 . 
由 (6.3.9) 式 ,可 以 得 到 
(r-r,) = exp(2k, Er), (6. 3. 98) 
代入 (6.3.94) 式 ,可 将 出 射 波 改写 成 
Ke e eM gg nte 00,0". (6.3.99) 


上 面 的 出 射 波 是 在 视界 面 外 边 得 到 的 ,视界 面 上 任 一 点 都 是 分 支点 , 即 波 函 数 不 确 
XE. 可 以 如 前 一 样 地 进行 解析 延 拓 , 得 到 视界 面 内 的 出 射 波 函 数 . 


_ioy diy. m 1 
y LA S. _ r) oO) ee? ©) 009,0 


= Werner, (6.3. 100) 
引入 阶 跃 函数 
| 1 当 x > 0 
2j 6.3. 101 
Yon) Lo Mx <0, l 


出 射 波 函 数 可 统一 表示 为 


D = NA y(r- ry Gon) tyre Wr r)exp 


Er S] , 
K, J 


(6.3. 102) 


AP ON, 是 四。 的 归 一 化 因子 . 
在 视界 面 外 ,上 式 表 示 强 度 为 N 的 从 视界 向 外 传播 的 正 能 粒子 流 ; 在 视界 面 
内 ,r 为 时 间 轴 ,(6.3.102) 式 表示 逆 时 传播 的 正 能 粒子 流 , 等 效 于 顺 时 离开 视界 的 
负 能 反 粒 子 流 . 即 在 视界 面 上 产生 了 正 反 狄 拉 克 粒 子 对 . 
由 eI 的 归 一 化 条 件 
| | 2T(w — wo) 


(97 7) = Nl exp 


E 1, (6. 3. 103) 


K4 


可 以 确定 归 一 化 常数 
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N =} exp dO END Zu = exp 2 — 9» Z , (6.3. 104) 
` K i ~ ky + 
AP k 是 玻 尔 兹 曼 常数 ,rk ,是 外 视界 上 的 引力 加 速度 ,而 温度 
K. 
he. (6.3. 105) 
用 类 似 的 方法 可 以 得 到 22 re. ERJSI7I And E 
"e Sete E. cula . qe dq 
"68H r. +a 
和 视界 温度 
T S 6.3. 107 
Ds 27k, ( E ) 
"UM ,有 
1 r.-r 2 
Ki; ~ 一 证 yr: ~M+i M -a -Q 
2 r,+a 
- ES 6. 3. 108 
TIE: ) 
本 节 所 得 结果 相当 一 般 , 可 退化 为 克 尔 -纽曼 黑洞 等 特殊 情况 
6.4 黑洞 的 准 正 规模 
UN 1 黑洞 在 受到 外 场 扰动 后 的 演化 可 以 分 为 三 个 阶段 :第 一 阶段 是 初始 
波动 阶段 ,这 一 阶段 波 的 频率 跟 初始 扰动 的 性 质 有 关 ; 第 二 阶段 是 衰减 振荡 阶段， 
0 Fr 
Y 
0.5 
一 10 
= > 0 
—20 
—0.5 
-30 
2 3 4 5 6 T 0 20 40 60 
In£ t 
图 24 TL ( Schwarzschild) 黑洞 时 空中 高 斯 引力 波 包 的 演化 示意 图 
( 左 图 采用 对 数 坐 标 , 右 图 采用 通常 的 时 空 坐 标 ) 两 图 清晰 描述 了 高 斯 引力 波 包 演化 过 程 
HO ME TE BE AIL RE e d FE Bo B 
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即 准 正 规模 (quasinormal modes) 阶段 ,这 一 阶段 的 引力 波谱 是 衰减 振荡 的 ,其 振荡 
频率 和 衰减 时 标 仅 仅 取 决 于 黑洞 时 空 背景 的 结构 ,与 初始 扰动 无 关 ; 最 后 的 阶段 是 
晚期 的 究 律 拖 尾 阶段 ,此 时 微 扰 场 的 衰减 形式 不 再 是 指数 衰减 ,而 是 窜 律 衰减 . 该 
阶段 是 由 于 微 扰 场 在 渐 近 无 限 远 处 的 逆向 散射 引起 的 . 

准 正规 模 的 频率 (wo, ) 为 复数 , 实 部 代表 时 空 的 振荡 的 快慢 , 而 虚 部 代表 该 扰 
动 衰减 的 快慢 . 黑洞 不 会 永远 稳定 地 振荡 下 去 , 它 会 随时 间 发 生 指 数 衰减 ,这 表明 
黑洞 在 波 的 传播 过 程 中 会 损失 能 量 . 其 实 ,任何 现实 物体 都 存在 能 量 的 损失 ,不 过 ， 
在 处 理 振荡 问题 时 ,人 们 通常 为 了 方便 假设 没有 能 量 损 失 , 即 不 会 有 衰减 的 振荡 . 
然而 , 正 因为 黑洞 跟 时 空 的 紧密 联系 ,我 们 在 处 理 黑 洞 问 题 时 ,不 能 把 能 量 损失 忽 
略 掉 ,因为 任何 时 空 的 扰动 代表 引力 波 的 产生 ,而 引力 波 会 携带 能 量 向 无 穷 远 传 
播 , 这 就 不 可 避免 地 会 有 能 量 损失 . 

现在 ,我 们 来 定义 什么 是 准 正规 模 . 黑洞 时 空中 各 种 场 源 的 微 扰 方 程 最 终 可 转 
化 为 一 个 二 阶 的 偏 微分 方程 : 

à ë 

"m P(x, 1) = 0. (6.4.1) 
x 为 一 个 空间 变量 BABIES EDS AA — 9 <x < + %. 在 黑洞 视界 处 , 它 的 值 为 
-o .了 为 依赖 x 的 势 函 数 .为 了 定义 什么 是 准 正规 模 ,我 们 通常 假设 波 函 数 平 
(x, t) 可 以 如 下 进行 分 离 变 量 . 


P(x, t) =e W(x). (6.4.2) 
把 它 代入 (6.4.1) 式 中 ,我 们 可 得 到 一 个 关于 空间 变量 x 的 微分 方程 
Pen, (o -Wy(x) = 0. (6.4.3) 
对 于 渐 近 平 直 时 空 , 势 函 数 总 为 正 数 且 满 足 
y—0, xo, (6.4.4) 


因此 ,这 种 类 型 的 势 不 允许 有 束缚 态 的 存在 ,方程 的 解 不 可 能 是 正规 模 的 展开 形 
式 . 然而 在 边界 x % ,方程 的 解 具 有 平面 波 的 形式 : 

W(x) ~ e, xr, (6.4.5) 

W(x) ~ eU, x— Hw, (6.4.6) 
我 们 通常 定义 准 正规 模 的 边界 条 件 为 :在 无 穷 远 处 x = + % ,方程 的 解 为 纯粹 的 
出 射 波 , 在 黑洞 视界 处 x = - % ,方程 的 解 应 为 纯 人 射 波 , 即 

pa) ~e, xem, (6.4.7) 

W(x) -e "^, x— o. (6.4.8) 
研究 表明 只 有 波 函 数 的 频谱 wox 为 离散 的 复数 值 时 才 满 足 上 述 的 边界 条 件 . 我 们 
把 具有 这 样 频谱 的 波 函 数 称 为 准 正规 模 . Vishveshwara 证 明 在 Schwarzschild 黑洞 
时 空 , 频谱 wo 必须 有 一 个 负 的 虚 部 . 这 个 结论 也 可 推广 到 其 他 黑洞 时 空中 . 这 也 
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意味 着 准 正 规模 是 随时 间 指 数 衰减 的 . 其 物理 意义 为 波 在 黑洞 时 空中 是 释放 能 量 
的 . 另 一 方面 也 表明 时 空 是 稳定 的 . 此 外 ,用 解析 的 方法 去 求 方程 满足 此 类 边界 条 
件 的 精确 解 是 不 可 能 的 . 这 意味 着 我 们 只 能 求救 于 数值 计算 . 尽管 虚 部 为 负 也 可 
以 帮助 我 们 在 进行 数值 计算 时 对 某 些 根 的 取舍 ,但 是 如 何在 计算 出 来 的 结果 中 鉴 
别 出 正确 的 准 正 模 仍 然 并 不 轻松 ,有 时 候 这 项 工作 十 分 繁重 .1975 年 , Chan- 
drasekhar 和 Detweiler 用 数值 计算 的 方法 成 功 地 找到 了 Schwarzschild 黑洞 时 空 的 
准 正 规模 频谱 . 此 后 ,数值 计算 的 技巧 也 在 不 断 改进 ， 像 Schutz 和 Will 设计 的 
WKB 近似 法 ,后 来 改善 到 三 阶 WKB 近似 ,近来 还 发 展 到 六 阶 WKB 近似 . 此 外 还 
有 Pishl-Teller 势 近 似 法 等 . 其 中 相当 成 功 的 是 Leaver 的 连续 分 数 法 . 

准 正规 模 频 谱 只 与 黑洞 的 基本 参量 有 关 . 例如 对 旋转 的 Kerr 黑洞 来 说 , 准 正 
规模 频谱 只 与 黑洞 质量 M 和 和 角 动 量 a 有关. 因此 ,可 以 根据 准 正规 模 的 振动 频率 
和 衰减 时 间 精 确 地 确定 黑洞 的 参数 . 考虑 探测 器 探测 到 了 某 一 黑洞 的 一 个 准 正 规 
模 ( 如 ! = m =2) ,那么 它 显示 的 将 是 一 条 随时 间 做 指数 衰减 的 正弦 曲线 ,其 表 


h) cay o Tsin 2m AE T). (6.4.9) 
Q, 六 了 和 了 为 它 的 四 个 特征 参数 ，0 为 品质 因子 
Q = mft, (6.4.10) 


7 为 衰减 时 间 . V ”为 引力 波 的 幅度 , 它 与 探测 仪 到 波源 的 距离 , 微 扰 的 大 小 以 及 
探测 仪 与 波源 的 相对 角度 有 关 . 了 是 微 扰 开始 的 时 间 . 注意 O 和 J 都 与 准 正规 模 的 
实 部 和 虚 部 有 关 . 人 们 发 现 旋转 黑洞 的 /和 @ 可 近似 表示 为 


1 63 3/10 
pr ee (6.4.11) 
Q =aft -2(1-a) ^, (6.4.12) 


因此 ,只 要 观测 到 了 准 正规 模 的 振动 频率 和 衰减 因子 ,我们 原则 上 可 以 根据 上 式 确 
定 电 中 性 旋转 黑洞 的 参量 . 


准 正 规模 与 AdS/CFT 对 应 


量子 场 论 是 目前 大 家 比较 认同 的 一 个 理论 ,因为 它 对 世界 从 微观 的 角度 上 作 
出 了 比较 系统 的 阐述 . 它 认 为 微观 粒子 可 以 当 作 点 来 处 理 , 粒 子 只 与 附近 的 其 他 粒 
子 有 相互 作用 . 量子 场 论 自 建 立 以 来 ,已 经 取得 了 许多 可 喜 的 成 绩 . 它 能 很 好 地 处 
理 电磁 作用 、 弱 相互 作用 和 强 相 互 作用 . 但 是 它 不 能 解决 引力 作用 . 假如 我 们 认为 
粒子 不 是 点 状 的 ,而 是 弦 状 的 ,那么 我 们 有 可 能 在 统一 的 框架 里 对 引力 进行 量子 
化 .所 有 的 弦 理论 中 都 包含 有 质量 为 零 AIRA 二 的 粒子 . 由 于 质量 为 零 、 自 旋 为 
二 的 粒子 之 间 的 相互 作用 就 是 引力 作用 ,所 以 所 有 的 弦 理 论 都 能 够 处 理 引 力作 用 . 
另外 ,量子 色 动 力学 是 建立 在 规范 群 为 SU(3 ) 的 规范 理论 , 它 认 为 物质 是 由 夸克 、 
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胶 子 组 成 的 . 量子 色 动 力学 认为 能 量 增加 时 ,粒子 之 间 的 有 效 耦 合 常数 就 会 减 小 . 
在 低能 条 件 下 ,由 于 耦合 很 强 , 使 得 计算 很 难 进行 . 人 们 发 现 当 色 数 N 很 大 时 , 理 
论 计算 可 以 简化 . 研究 强烈 地 暗示 大 色 数 N 量子 色 动 力学 理论 与 粥 耦合 常数 为 1/ 
N Ff 92 TG — BL. 当 N— oo 的 量子 色 动 力学 理论 与 怠 理论 之 间 的 对 应 就 是 我 们 常 
说 的 AdS/CFT 对 应 . AdS/CFT 对 应 也 表明 n AE AdS 时 空中 的 物理 完全 可 用 n -1 
维 的 共 形 场 论 来 描述 . 也 就 是 说 ,物理 信息 保存 在 n AE AdS 时 空中 的 共 形 边界 上 . 
FHF aX CBE UE ATE] REE, AE AdS/CFT 对 应 表明 引力 理论 和 场 论 之 间 
存在 一 种 对 应 .于 是 AdS 黑洞 时 空中 的 准 正 规模 频谱 就 有 一 个 非常 直接 的 解释 . 
由 AdS/CFT 对 应 ,静态 的 大 质量 AdS 黑洞 对 应 着 共 形 场 论 中 的 一 个 热力 学 平衡 
态 , 给 黑洞 时 空 一 个 微 扰 就 是 给 这 个 平衡 态 一 个 微 扰 . 微 扰 的 衰减 过 程 也 是 系统 返 
回 平衡 态 的 过 程 . 通常 ,在 CFT 中 直接 计算 系统 返回 平衡 态 的 时 间 标 度 是 非常 困 
难 的 ,甚至 可 以 说 是 几乎 不 可 能 的 . 由 于 准 正规 模 能 够 描述 微 扰 的 衰减 . 因此 如 果 
我 们 计算 出 了 Ads 黑洞 时 空 的 准 正 规模 频谱 ,就 可 直接 得 到 CFT 中 系统 返回 平衡 
态 的 时 间 标 度 . 


准 正 规模 与 黑洞 视界 面积 量子 化 


早 在 20 世纪 40 年 代 , 人 们 就 已 经 认识 到 了 有 必要 对 引力 场 进 行 量子 化 . 然 
而 ,至 今 人 们 还 没有 建立 完备 的 引力 量子 化 理论 . 人 们 认为 黑洞 非常 像 量子 力学 建 
立 初期 的 所 原子 ,将 在 建立 完备 的 引力 量子 化 理论 过 程 中 起 非常 重要 的 作用 . 
黑洞 的 量子 化 是 建立 在 非 极 端 黑洞 的 视界 面积 是 一 个 经 典 绝热 不 变量 这 一 伟 
大 发 现 之 上 的 . 由 Ehrenfest 原理 ,任何 经 典 绝热 不 变量 都 对 应 着 有 分 立 谱 的 量子 
体系 . 因此 Bekenstein 猜想 非 极端 黑洞 的 视界 面积 应 该 有 一 个 分 立 的 本 征 谱 . Bek- 
enstein 发 现 非 极端 黑洞 吸收 一 个 有 限 大 小 的 中 性 粒子 ,必然 导致 黑洞 面积 的 增 
加 , 旦 黑洞 面积 的 增加 量 有 一 个 下 限 
(AA) nin = 8ml,, (6.4.13) 


其 中 心 = | S | “为 普 朗 克 长 度 .同样 ,Hod 发 现 , 当 黑 洞 吸 收 一 个 有 限 大 小 的 


带电 粒子 时 ,黑洞 面积 的 增加 量 也 有 一 个 相似 的 下 限 


(AA) min = 4L. (6.4.14) 
因此 人 们 猜测 黑洞 视界 面积 的 量子 化 形式 为 
A, = yhn, n=1,2,3,. (6.4.15) 


y 为 一 量 纲 为 一 的 常数 . 黑洞 视界 面积 的 量子 化 也 表明 黑洞 视界 是 由 面积 为 yi, 的 
小 块 补丁 拼凑 而 成 的 . (关于 黑洞 视界 面积 的 量子 化 ,我 们 在 6.8 ~6.11 节 中 还 要 
讨论 . ) 另 外 ,我 们 认为 无 论 这些 补 丁 的 形状 和 位 置 怎么 样 , 每 一 块 补丁 都 是 等 同 
的 . 假设 每 一 块 补丁 具有 相同 的 量子 态 数 ,那么 黑洞 视界 的 总 的 量子 态 数 为 
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N = kw. (6.4.16) 
因此 ,黑洞 视界 的 Boltzmann Z& TT 2j 
S = lgN = le (6.4.17) 
Ytp 


与 黑洞 的 Hawking-Bekenstein 4j 3X S = Akt 比 ,我 们 发 现 


y = Algk. (6.4.18) 
这 是 统计 力学 对 y 的 形式 所 作出 的 要 求 . 然而 天 的 值 为 多 少 一 直 不 能 确定 .最近 
Hod 从 Schwarzschild 黑洞 时 空中 的 高 度 衰减 的 准 正规 模 出 发 ,利用 Bohr. 的 对 应 原 
理 ,确定 了 天 的 值 为 3. 不 久 ,Motl 和 Neitzke 利用 解析 的 方法 求 出 了 Schwarzschild 
黑洞 时 空中 标量 微 扰 和 引力 微 扰 场 的 高 度 衰减 的 准 正 规模 频谱 公式 ,发 现 它 正 好 
满足 Hod 猜想 ! 


Hod 猜想 


Nollert 利用 数值 方法 发 现 Schwarzschild 黑洞 时 空中 标量 场 快速 衰减 的 准 正规 
模 的 频谱 为 


Mo, - 0.0873 - i ael] *O[(n*1) ^] ne, (6.4.19) 


其 中 M 为 黑洞 的 质量 . 显然 , 它 与 场 的 角 量 子 数 ! 没有 关系 . 因此 快速 衰减 的 准 正 
规模 只 反映 黑洞 自身 的 特征 . Hod 通过 仔细 地 研究 ,天 才 般 地 猜测 到 与 快速 衰减 
的 准 正规 模 频率 的 实 部 有 关 的 0.0437123 正好 等 于 In3/(8m). 

另外 ,根据 玻 尔 对 应 原理 ,在 大 量子 数 的 情况 下 ,系统 的 量子 跃迁 频率 应 该 等 
于 经 典 的 谐振 频率 . Hod 认为 快速 衰减 的 准 正规 模 的 虚 部 很 大 ,说 明 黑 洞 返回 静止 
ARAS B5) b RAN TR] AR I. 根据 量子 力学 ,量子 跃迁 是 不 需要 时 间 的 . 因此 快速 衰减 的 
准 正规 模 所 对 应 的 过 程 可 看 作 一 种 量子 跃迁 . 而 快速 衰减 的 准 正规 模 的 实 部 可 以 
当 作 这 一 量子 跃迁 所 辐射 的 频率 . 

当 Schwarzschild 黑洞 辐射 一 个 粒子 时 ， 它 能 量 的 改变 量 为 AM =E = ho = hRe 
(o). 又 因为 黑洞 的 视界 面积 为 4 =16mwM ,根据 黑洞 热力 学 ,我 们 有 

AA = 327MAM = 4hln3. (6.4.20) 

Dreyer 由 此 还 确定 了 圈 引 力 理论 中 的 Barbero -Immirzi 参数 y =4hln3. 从 而 也 可 得 
出 在 圈 量 子 引 力 理 论 中 ,基本 的 规范 群 应 该 为 S0(3). 因 此 ,人 们 和 希望 通过 对 准 正 
规模 频谱 的 研究 能 找到 通 往 引力 场 量 子 化 的 途径 . 

下 面 讨论 准 正规 模 的 几 种 主要 研究 方法 . 


Póshl-Teller 势 近似 法 


黑洞 时 空中 许多 微 扰 场 的 有 效 势 为 一 势 垒 . 从 量子 力学 的 观点 来 看 ,一 束 入 
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射 波 经 过 势 双 时 ,一 部 分 波 会 被 反射 回去 ,一 部 分 波 会 透 过 势 垒 . 而 且 对 频率 为 任 
一 实数 的 波 而 言 , 它 的 反射 系数 RR 是 有 限 的 . 如 果 把 这 个 问题 延 拓 到 复数 域 来 进 
行 考虑 的 话 ,我 们 发 现 准 正 规模 对 应 着 反射 系数 的 奇 点 ,而 且 这 些 奇 点 的 分 布 在 复 
平面 上 是 沿 虚 轴 对 称 的 . 研究 表明 ,如果 有 效 势 为 一 势 阱 的 话 , 则 反射 系数 的 奇 点 
对 应 着 这 一 势 阱 的 束缚 态 . 在 这 里 ,我 们 发 现 有 效 势 为 势 驳 的 准 正规 模 与 它 的 倒置 
势 的 束缚 态 之 间 有 一 个 对 应 . S p 为 与 有 效 势 有 关 的 参数 . 我 们 将 有 效 势 表示 为 了 
(asp) , 波 函 数 汕 (x;p) 和 准 正规 模 频 谱 w(x;p) 也 都 是 参数 p 的 函数 . 现在 做 一 个 
BER ix -ix pp =p). 假设 有 效 势 在 这 种 变换 下 保持 不 变 : 


U( - ix; p) = U(xsp). (6.4.21) 
^ 
b(xsp) = bC-ixsp), OP) = op). (6.4.22) 
我 们 发 现 波 函 数 p WE RE ETS 7] FE : 
CP «(20 + Vb 0. (6.4.23) 
且 准 正规 模 的 边界 条 件 也 变 为 
b(x;p) CP Au X% 一 士 oo . (6.4.24) 
显然 当 p 为 正 实数 时 ,方程 (6.4.23) 和 方程 (6.4.24) 分 别 对 应 着 势 为 -V BERE 


证 方程 和 束缚 态 的 边界 条 件 . 一 旦 O 的 值 确 定 了 ,我 们 通过 一 个 道 变 换 就 可 以 确 
XE 准 正规 模 的 频谱 了 .然而 ,我 们 很 难 找到 O 的 解析 表达 式 . 以 Schwarzschild 
洞 时 空 为 例 , 微 扰 场 的 有 效 势 可 参数 化 为 


V(x) = 3p 2M | pos MN (6.4.25) 
我 们 对 该 有 效 势 进行 如 下 操作 
&—-ix, p-(M,X)—(-iM, - X), (6.4.26) 


才能 保持 有 效 势 的 形式 不 变 . 令 Q(M,N) 为 倒置 势 所 对 应 的 束缚 态 的 频率 , 则 
Schwarzschild 黑洞 时 空中 准 正规 模 的 频谱 为 
wr +io = O(iM, - 1). (6.4.27) 
由 于 很 难 找到 O 的 解析 表达 式 ,我 们 只 能 采用 一 些 形 式 较 简 单 的 势 来 近似 地 佑 算 
Q 的 形式 . 
所 谓 Poshl-Teller Ait WE ,就 是 采用 Poshl-Teller 势 的 倒置 势 的 束缚 态 来 
近似 黑洞 时 空中 微 扰 场 的 准 正 规模 ,从 而 求 出 能 谱 的 方法 . 我 们 知道 Pishl- 
Teller 热 为 


Vor = Vo/eosh a(x — xo). (6.4.28) 
Je = S| V OSA IRR E Wr 代 和 方程 (6.4.23) ,我 们 得 到 
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满足 边界 条 件 (6.4.24) 的 束缚 态 波 函 数 为 
$-[&1-0]"^"r 


bape, Ba sla ee 1006:4:29) 


其 中 
EE cp pue e (6.4.30) 
1 1 V, 17: 
p eso pe M (6.4.31) 


24a + œ dbpE 1. 此 时 波 函 数 为 


R -iw x 1 iw x 
中 = Ed ES (6.4.32) 
其 中 反射 系数 R 和 透射 系数 7 分别 为 
R= TT(-iwo/o)T(l + B + io/a)l'( - B + io/a) 
J T (iw/a)T (1 + LT (- B) , 
p =- LC +B +ioa)T (- B + ioa) (6.4.33) 


工 (1 + iw/a)T (iw/a) 
Ae de Teac ME, Fe A I AOR ALBIN ART WAP AE 1+ B+ io/a 
= -n MH -Bt+iw/a= -n 处 .黑洞 的 准 正规 模 频谱 为 


or = (Vo - 6/4) x o 2e nel. (6.4.34) 


因此 ,采用 Póshl-Teller 势 近 似 法 ,只 要 找 出 有 效 势 的 最 大 值 Vo ,以 及 它 在 峰值 位 置 
时 对 x 的 二 阶 导数 ,就 可 利用 上 式 计 算出 黑洞 的 准 正规 模 频谱 . 由 此 可 见 , 当 有 效 
c Póshl -Teller 势 的 吻合 程度 较 高 时 ,我 们 计算 准 正规 模 频谱 的 精度 就 越 

尽管 这 种 方法 计算 非常 简单 ,但 是 并 不 是 所 有 黑洞 中 的 微 扰 场 的 有 效 势 都 与 
Póshl-Teller 势 吻合 得 很 好 . 


WKB 近似 法 


在 量子 力学 中 ,我 们 常 第 用 WKB 近似 来 处 理 粒 子 穿 透 势 垒 的 问题 . 由 于 黑洞 
时 空中 微 扰 场 的 有 效 势 为 一 势 牟 , 且 微 扰 方程 的 形式 与 醉 定 证 方程 相似 ,因此 ,我 
们 也 可 以 采用 WKB 近似 来 估算 黑洞 时 空中 的 准 正规 模 频 谱 . 

引入 微 扰 参数 ,黑洞 时 空中 微 扰 场 的 主 方程 为 


e $96 + OC) ya) S (6.4.35) 
其 中 Q(x) 2o -V(x). 令 波 函数 
(x) =e" (6.4.36) 


WKB 近似 的 主要 思想 为 :把 S(x DNI 展开 ,然后 逐 级 近似 求解 . 
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S(x) - 2e Sa (x), (6.4.37) 

把 它 代入 主 方程 (6.4.35) PRI ECAR e IRUIN, TRI 
Sala) = sif o? 
EIK, M a> + oft A Soe ioe, ES RABI + mw 出 射 波 , 负 号 表示 来 自 + 


o 的 入 射 波 . 在 亚 区 , 4 x — oe ELE Ss 一 上 这 x, 此 时 正 号 表示 来 自 - oo 的 入 射 
波 , 负 号 表示 朝向 - oo 的 出 射 波 . 因此 , 工区 和 亚 区 中 的 通 解 分 别 为 


dn, Si(x) --dpdnQG). (6.4.38) 


Uc Zab + Zapi, Wo Za, Zu. (6.4.39) 
我 们 假设 Zo, ZUM Z% ,Zw 之 间 存 在 线性 关系 
亚 I 
Zon Mi Mz; Zw 
ME (6.4.40) 
Zin M3 M» s 


下 一 步 工作 就 是 要 确定 上 述 线性 方程 中 的 系数 . 为 此 ,我 们 必须 考虑 方程 在 下 区 
中 的 解 . 在 量子 力学 中 ,我们 通常 的 做 法 为 :尽管 在 拐点 附近 WKB 近似 解 失效 ,但 
我 们 在 拐点 的 邻 域内 找 出 方程 的 严格 解 , 然 后 找 出 它 在 离 拐点 较 远 处 的 渐 近 行为 ， 
让 它 与 WKB 近似 解 衔接 起 来 再 确定 我 们 所 要 求 的 系数 . 然而 在 讨论 黑洞 的 准 正 
规模 时 ,标准 的 WKB 衔接 就 会 失效 . 在 量子 力学 中 ,通常 反射 波 的 幅度 和 入 射 波 
的 幅度 基本 差不多 ,而 透射 波 的 幅度 很 小 . 也 就 是 说 ,反射 系数 很 大 而 透射 系数 很 
小 .应 用 WKB 近似 所 得 到 的 透射 系数 为 e。“,B 为 势 驳 穿 透 因 子 , 它 的 大 小 取决 于 
[ - Q(x) ] “在 两 个 拐点 之 间 的 积分 . 在 黑洞 的 准 正规 模 中 ,由 于 它 的 边界 条 件 不 
一 样 ,因而 反射 波 和 透射 波 的 幅度 在 同一 数量 级 上 . 即 它 不 满足 反射 系数 很 大 而 透 
射 系数 很 小 这 一 条 件 . 此 时 ,我 们 不 得 不 对 标准 的 WKB 衔接 做 一 些 简 单 的 改进 . 
在 工区 我 们 将 -Q(x) 做 一 个 二 阶 的 泰勒 展开 . 然后 把 下 区 求 得 的 解 做 渐 近 近似 ， 
再 与 两 个 WKB 解 衔接 ,利用 边界 条 件 , 求 出 准 正规 模 的 频谱 . 

我 们 将 - QC) 做 一 个 关于 x (有 效 势 的 最 大 值 所 对 应 的 * 的 值 ) 的 二 阶 泰勒 
展开 


Q(x) = Qo + FO, (6.4.41) 
这 里 z=x -xo. 此 时 微 扰 主 方程 (6.4. 35 ) 为 


ETETE e (6.4.42) 


其 中 = 50" ,20 = —200/Q". 
在 开 区 内 ,有 lzl <a m e” .为 了 能 够 找到 工区 内 解 的 浙 近 形式 , 我 们 定义 一 
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个 新 的 变量 
t = (Ak) "e "ge^ (6.4.43) 
A 
v+ i --ik z/(2e), (6.4.44) 
则 方程 (6. 4. 42) 变 为 
2 
Ty M" + y =0. (6.4.45) 


求 出 方程 (6.4.45 ) 的 解 ,然后 求 出 S,,8, 在 z= +2 附近 的 表达 式 . 经 过 一 番 宛 长 
而 繁琐 地 计算 ,我 们 最 终 得 到 

e^ iR e™ (2m) 
R (2m) /T(- v) e 


1/2 


/T(v *1) | | Zou 


I 


Zi, 
(6.4.46) 


对 于 量子 力学 中 粒子 穿 过 势 又 的 行为 ,0(x) 为 实数 ,v + PEE WR ALF HW I 
区 穿 过 势 允 到 达 陡 区 ,此 时 边界 条 件 为 Za =0. 透射 系数 和 反射 系数 分 别 为 


-1 


in| vel | 


T=|lt+e- 


对 于 黑洞 的 准 正 规模 ,由 于 在 黑洞 视界 为 纯 和 信 射 波 , 在 无 限 远 处 为 纯 出 射 波 ,因此 
边界 条 件 可 写 为 Z =0 MZ, =0. 只 有 当 T(-u) =o 时 , 即 u 为 非 负 整数 时 ,上 
述 边界 条 件 才 能 满足 . 所 以 我 们 有 


1 1/2 2 


+5 = 一 过 (Qe). (6.4.48) 


令 se=1, 则 黑洞 时 空中 的 准 正规 模 频 谱 公式 为 


Qin | vel | 


R=|lt+e (6.4.47) 


n 


2 i 1/2 
@ =V -i E 


1 , 
n+a|(-20%) (6.4.49) 


与 Poshl-Teller 势 近似 法 相似 ,一 阶 WKB 近似 的 精度 也 比较 低 . 为 了 提高 结果 的 精 
度 , 人 们 还 采用 了 高 阶 WKB 近似 ,如 三 阶 WKB 近似 和 六 阶 WKB 近似 等 等 . 至 于 
三 阶 WKB 近似 ,我 们 在 后 面 的 准 正规 模 频谱 的 估算 中 将 做 进一步 的 讨论 . 


连续 分 数 法 


前 面 的 这 些 方法 尽管 能 给 出 黑洞 准 正规 模 频谱 ,但 是 计算 的 精度 不 是 很 高 . 
1985 年 ,Leaver 发 现 原先 用 于 确定 氢 离 子 能 谱 的 连续 分 数 法 ,可 以 推广 用 来 求解 
黑洞 的 准 正 规模 频谱 . 而 且 他 进一步 发 现 用 这 种 所 谓 的 连续 分 数 法 能 求 出 非常 精 
确 的 黑洞 准 正规 模 频谱 . 它 对 旋转 黑洞 也 是 成 立 的 . 它 是 目前 为 止 惟一 能 够 用 来 
研究 旋转 黑洞 准 正规 模 频谱 的 方法 . 因此 ,连续 分 数 法 在 研究 黑洞 准 正 规模 的 频谱 
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中 占有 非常 重要 的 位 置 . 下 面 我 们 讨论 这 种 数值 方法 . 

在 Schwarzschild 黑洞 时 空中 , 令 视 界 半径 2M =1, 微 扰 场 的 径 向 方程 可 写 为 

r(r - 1) E: * M * 

其 中 s 为 物质 场 的 自 旋 . sO, x18 x2 表示 微 扰 场 分 别 是 标量 场 .电磁 场 和 引 
力 场 . 

方程 (6.4.50) 具 有 两 个 规则 奇 点 和 一 个 不 规则 奇 点 . 两 个 规则 奇 点 分 别 位 于 
原点 (r =0) 和 黑洞 视界 (r=1) 处 ,不 规则 奇 点 位 于 roo 的 地 方 . 令 p= -iw, 方 程 
(6.4.50) 可 变形 为 


2.3 2 EA 1 
E REDE 


r-1 r 


ly = 0, (6.4.50) 


d ‘ du, 23 is 
rr 一 1) T a i ET REIR i = 0. (6.4.51) 
dr dr r-1 r 
该 方程 的 边界 条 件 为 
Wier ed ys: r>l; p>r'e”, r>. (6.4.52) 


构造 满足 视界 处 边界 条 件 的 波 函 数 级 数 解 : 


oo 


r-1 


p = (r - Dr "e eee i ae : (6.4.53) 
其 中 展开 系数 a,(n =0,1,2,…) 由 下 面 的 三 项 递 推 关 系 确 定 : 
aa + Bao = 0， (6.4.54) 
Anansi + Ba, +ya = O(n 21), (6.4.55) 
其 中 :ao =1. HERR o. B, Fly, 为 微分 方程 系数 和 的 函数 : 
a, =n +2(p+1l)n+2p 41, 
B. =-[2n + (8p +2)n+8p «4p «I(141) -s +1], 
y, =n +4pn+4p +s. (6.4.56) 


只 要 准 正 频率 w = o, LIEBE HERB CO. 4. 53) HBC, BT 2. a, 存在 且 有 限 , 则 无 穷 远 


处 的 边界 条 件 (6.4.52) 得 以 满足 . Baber 和 Hasse 研究 了 展开 系数 a, 在 n oo 时 
的 渐进 行为 


1/2 /4 


23 
Qnal EM (2p) " 2p 


an n n 


Ee; (6.4.57) 


发 现 只 要 (6.4.57) 式 取 负 号 ,级 数 (6.4.53) 就 一 定 收敛 , 且 此 时 本 征 值 p 恰好 对 
应 准 正 规模 的 频谱 .根据 (6.4.55) 式 ,我 们 可 以 获得 w 连续 两 项 之 比 是 一 个 无 穷 
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ari _ Em (6.4.58) 
a Qs. n 
B.. 1 2 
B _ On+2 Yass 
n2 Boss 


通常 ,我 们 采取 如 下 的 记号 : 


Cn+l m Yu Qua Yn+2 Q i2" nr3 


an B Basi- Briz- Bu a3 - 
方程 (6.4.59) 可 以 认为 是 当 n— oo 时 a, 的 边界 条 件 . 如 果 取 n=0, 我 们 得 到 : 


(6.4.59) 


di = yi Quy» 0 ys 
2 " 6.4.60 
a RB- B- B- 
根据 方程 (6.4.54) 有 
dX B (6.4.61) 
Qo Qo 
显然 两 者 相等 ,于 是 我 们 得 到 一 个 隐 含 准 正规 模 频谱 的 特征 方程 : 
T cy Quy) ooy (6.4.62) 


B- BR- B- ' 
其 中 的 a, B Aly, 是 频率 p= -io 的 显 函 数 ,它们 由 (6.4.56) 式 给 出 . 当然 ,该 方 
程 可 以 变形 为 
05-1 ys 00-2 sa OY On pa Ansi us Anez poss 
B. [onus ox P E e n … (6.4.63) 
Hn =1,2，…. 通 过 对 连续 分 数 方程 (6.4. 62) BK (6. 4.63) 的 求解 ,我 们 就 可 得 
到 所 求 黑洞 时 空中 的 准 正规 模 频谱 . 该 方程 可 通过 计算 机 编程 来 求解 . 
这 种 连续 分 数 法 在 推导 中 未 作 任何 的 近似 . 这 就 是 为 什么 众多 学 者 在 用 其 他 
方法 求 得 准 正 模 后 还 要 用 Leaver 的 连续 分 数 法 来 进行 验证 的 原因 . 


单 值 法 


导致 单 值 法 产生 的 直接 原因 有 以 下 两 个 :一 是 Hod 猜想 是 建立 在 一 个 假设 之 
上 的 , 即 快速 衰减 的 准 正规 模 的 频率 的 实 部 为 m3/ (8m). 能 否 用 解析 方法 把 它 推 
导出 来 关系 到 Barbero -Immiriz 参数 的 确定 ,也 关系 到 快速 衰减 的 准 正规 模 是 否 真 
的 与 量子 引力 有 关 . 因此 ,人 们 对 此 充满 了 期 待 . 二 是 前 面 所 介绍 的 求 准 正规 模 的 
方法 只 适应 于 缓慢 衰减 的 准 正规 模 (n 较 小 ) 频 谱 . 连续 分 数 法 从 理论 上 来 讲 , 可 计 
算 到 n 一 % 的 情形 .但 在 实际 中 , 当 n 取 到 20 ~50 时 ,计算 机 运行 得 非常 缓慢 ,其 
至 会 发 生死 机 . 因此 ,人 们 也 期 望 能 找到 一 种 能 够 计算 高 度 衰 减 的 准 正规 模 频 谱 的 
方法 .2003 年 , L. Motl 和 Andersson 提出 了 一 种 能 够 直接 计算 静态 黑洞 时 空中 高 
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度 衰减 的 准 正 规模 频谱 的 方法 , 即 所 谓 的 单 值 法 . 它 不 需 用 计算 机 进行 繁琐 的 
数值 计算 ,而 且 能 够 给 出 高 度 衰减 的 准 正 规模 频谱 的 解析 表达 式 . 下面 我 们 以 
Schwarzschild 和 Reissner -Nordström 黑洞 为 例 , 讨 论 单 值 法 及 其 相关 的 研究 


FH. 
结果 . 


Schwarzschild 黑洞 


在 四 维 的 Schwarzschild 黑洞 时 空中 ,描述 微 扰 场 在 黑洞 背景 中 演化 的 方程 可 
化 为 


AND * [o - V(r) JU(r) 20, (6.4.64) 


其 中 ， accio E: 
2K 


Vir) = |1 


(6.4.65) 


+1) , 20 -j)M 


r r 


2M 
r 


j 为 微 扰 场 的 自 旋 . 34; 为 0, 1,2,1/2 时 , 则 表示 微 扰 场 分 别 为 标量 场 . 电 磁场 、 引 
力 场 和 Dirac 场 . 在 通常 的 方法 中 ,对 Schwarzschild 黑洞 ,我 们 所 研究 的 区 域 为 2M 
&r «o. 在 单 值 法 中 ,我 们 要 把 研究 区 域 解析 延 拓 到 7 的 整个 复 平 面 . 显然 ,在 整 
个 复 平面 上 ,方程 (6.4.64) 有 两 个 规则 奇 点 + =0,r =2M 和 一 个 不 规则 奇 点 + = 
% .因此 ,方程 (6.4.64) 的 解 在 7 的 复 平面 在 绕 奇 点 +=0 和 7=2M 的 过 程 中 具有 
多 值 性 . 为 了 避免 在 复 平面 上 处 理 多 值 函数 ,我 们 在 r=0 和 r=2M 之 间 引 入 一 个 
WR, AHER KZ Yr) 除了 在 截 线 之 外 ,都 满足 方程 (6.4.64). 当 波 函数 里 
越 截 线 时 ,相位 就 增加 2~. 然后 我 们 必修 选择 一 个 围 道 ,再 比较 波 函 数 帅 (7) 绕 围 
道 的 整体 单 值 性 和 局 部 单 值 性 ,我 们 就 可 求 出 快速 衰减 的 准 正规 模 的 频谱 公式 . 

在 选择 围 道 之 前 ,我 们 必须 找到 准 正规 模 在 复 平面 上 满足 的 边界 条 件 . 我 们 知 
É ,在 物理 区 域 M<r < o 上 , 准 正规 模 满足 下 面 的 边界 条 件 

yir) ~e yee, yir) ~ e", x—-%. (6.4.66) 
这 里 ,我们 假设 Imo >0. 

在 复 平面 上 ,我 们 很 容易 确定 它 在 视界 + = 2M 处 所 满足 的 边界 条 件 . 因为 在 
视界 附近 , 波 函 数 可 写 为 e” ,而 且 我 们 要 求 波 函 数 沿 逆 时 针 方向 绕 奇 点 "= 2M 
一 周 具有 单 值 se 7. 因此 ,在 边界 视界 处 ,我 们 有 

V(r) ~ e", x—-o. (6.4.67) 
在 视界 7 = 00 处 ,我 们 必须 通过 一 个 “Wick 旋转 ”把 波 函 数 解析 延 拓 到 曲线 Im wx 
-0 E. 由 于 快速 衰减 的 准 正 规模 的 频率 w 可 看 作 一 个 纯 虚 数 ( 因为 它 的 实 部 太 小 
了 ) ,曲线 Imo x =0 与 曲线 Re x =0 基本 重合 ,因此 在 无 穷 远 处 , 波 函 数 满足 的 边 
界 条 件 为 
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Wir) "e", qx o. (6.4.68) 

现在 我 们 通过 曲线 Re x 20 的 形状 来 选择 正确 的 围 道 . 在 四 维 的 Schwarzschild 

黑洞 时 空中 ,曲线 Re x =0 为 下 图 所 示 , 划 斜 线 的 区 域 为 Re x <0. 所 选 的 围 道 为 

途中 的 元 . 对比 局 部 单 值 性 和 整体 单 值 性 ,我 们 可 得 到 四 维 的 Schwarzschild 黑洞 时 
空中 各 类 微 扰 场 的 快速 衰减 的 准 正规 模 的 频谱 公式 

E E ED (6.4.69) 


Im) —_» 


Re(x)-0 


DY 一 六 
下 < 


complex r- plane 


25 Schwarzschild 黑洞 时 空中 的 曲线 
Re x 2 0 的 形状 和 所 选 的 围 道 了 


即 


mU int La Deon pO Day. eee (6.4.70) 
K 


对 标量 场 和 引力 场 (j =0,2) 来 说 ,我 们 发 现 其 快速 衰减 的 准 正规 模 的 频谱 公 
式 为 
ARO = m + i(2n +1), n o. (6.4.71) 
不 难 发 现 它 与 Hod 猜想 的 完全 一 致 . 


Reissner -Nordström 黑洞 


Schwarzschild 黑洞 只 有 一 个 参数 一 一 黑洞 质量 M , Mi Reissner -Nordström 黑洞 
除了 质量 参数 M 外 , 它 还 带 有 电量 0. 电量 0 的 出 现 使 黑洞 拥有 内 、 外 两 个 视界 ， 
从 而 使 我 们 的 研究 更 加 复杂 . 在 Reissner-Nordstróm 黑洞 度 规 中 ,由 于 


fel 2M Q _ Grey ET) 


HEr, , r WA LERPLE BUSES, Ef AS b EI 


(6.4.72) 
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—nG PIs (6.4.73) 


x=r+ ! In(r - r,) 
K, 


2 2 

Kk 为 黑洞 内 、 外 视界 的 表面 引力 常数 . 它 比 Schwarzschild 黑洞 时 空中 的 乌龟 坐标 

多 了 一 项 ,因此 在 复 > 平面 上 ,曲线 Re x =0 的 形状 比 Schwarzschild 黑洞 时 空中 要 

复杂 得 多 ( 见 图 26). 同样 对 比 波 函 数 山 (z) 的 整体 单 值 性 和 局 域 单 值 性 ,我 们 得 到 
Reissner-Nordstróm 黑洞 时 空中 微 扰 场 的 快速 衰减 的 准 正规 模 的 频谱 公式 

e" =- (1 + 2cos Jm) Bier eo + 2cos jm ), (6.4.74) 


complex r- plane 


图 26  Reissner-Nordstróm 黑洞 时 空中 的 曲线 Re x 
=0 的 形状 和 所 选 的 于 道 了 


这 里 Bi 和 p 分 别 为 Reissner-Nordstróm 黑洞 内 、 外 视界 的 Hawking 温度 的 倒数 . 注 
意 : 这 里 7 不 是 微 扰 场 的 自 旋 . 对 标量 场 , j 为 1/3 时 ,对 引力 场 ,j 为 5/3. 把 j=1/3 
和 5/3 代入 上 式 , 我 们 发 现 标 量 场 和 引力 场 快速 衰减 的 准 正规 模 频 谱 公 式 均 可 
写 为 


人 (6.4.75) 


静态 Gibbons-Maeda dilaton 黑洞 


从 弱 理 论 的 低能 有 效 Lagrange 作用 量 所 得 到 的 Gibbons-Maeda dilaton 黑洞 度 
规 为 


i cr cr gr us r -D 2 
ds = aH di T l= ar 
+ (r° - D')(d8 + sin 6dg ). (6.4.76) 


dilaton fi D = (P^ - Q)/24, Ri LS P r. =M+ M +D -P -0. Km, 
参数 P 和 Q 分 别 表 示 黑 洞 的 磁 荷 和 电荷 . 当 dilaton fj D WẸ, Gibbons -Maeda 
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dilaton 黑洞 退化 为 Reissner -Nordström 黑洞 . 


我 们 先 引进 一 个 坐标 变换 
(6.4.77) 


黑洞 度 规 变 为 


( Ek RD SO yen cy a r 
2 T 


ds = 5 t 5 3 
r (r +D) 
2 
x = : if — dr +r (d +sin 0dg ). 
( r +D -r.,)( r +D -r'.) 
(6.4.78) 
黑洞 的 内 外 视界 分 别 位 于 r。 = r -D. 
Gibbons-Maeda dilaton 黑洞 时 空中 的 乌龟 坐标 为 
四 r +D -r', pec Fr +D -r 
I SSS s o dee r',-D eee r'_-D 
(6.4.79) 


经 过 一 系列 代数 计算 ,我 们 得 到 Gibbons-Maeda dilaton 黑洞 时 空 的 有 效 热 : 


rbs r', l3 -r 
irae uot 


DUO EINEN 
x 2 6 


r r 


2 2 2 
r r +D(r',tr'_) -2r'.r'. 
| (tuer) Lus 


x 
(6.4.80) 
Ricci 曲率 标量 丸 为 
2D [D +r = D + FO vd at ptt 
R= : ; (6.4.81) 
r 


在 Gibbons -Maeda dilaton 黑洞 时 空中 É f& ^ bk x 的 形式 与 Reissner-Nordstrom 


黑洞 的 相似 . 因此 我 们 所 选 的 围 道 也 与 Reissner -Nordstróm 黑洞 的 相似 . 在 原点 了 
=0 附近 , 乌龟 坐标 可 近似 为 


4 


S WING SP (6.4.82) 
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complex r- plane 


图 27 — Gibbons-Maeda dilaton 黑洞 时 空中 的 曲线 Rex = 
0 的 形状 和 所 选 的 围 道 工 


时 空 的 Ricci 曲率 标量 和 有 效 势 的 渐进 形式 分 别 为 
2D (r'.- D)(r'.- D) 


R (6.4.83) 
m 
ci mE 
V[r(z)] o (6.4.84) 
4 j= 28) 在 原点 +=0 附近 的 径 向 方程 则 近似 为 
Tog! 2 Wiz) = 0. (6.4.85) 


但 是 ,由 于 Gibbons-Maeda dilaton 黑洞 中 存在 内 、 外 两 个 视界 ,因此 ,我 们 所 选 的 围 
道 工 与 前 面 的 有 一 点 不 同 . 如 图 所 示 , 它 有 一 个 圆 形 突出 部 位 . 这 样 选 的 目的 是 我 
们 让 围 道 所 围 的 区 域 只 包含 外 视界 >=r,. 因为 我 们 只 知道 准 正规 模 在 外 视界 7 = 
r, 的 边界 条 件 . 选 好 了 围 道 之 后 ,我 们 就 可 以 分 析 波 函数 的 整体 单 值 性 和 局 部 单 
值 性 了 . 

在 4 点 , 波 函 数 满足 边界 条 件 


Aet +A e =0. (6.4.86) 

Ds EC, UE PR (2) 在 4 点 渐进 形式 为 
blz) ~ (A, ®t +A e e "7. (6.4.87) 
如 图 所 示 , 要 从 A 点 沿 着 围 道 到 达 B 点 的 话 , 我 们 首先 要 在 复 + 平 面 上 绕 原 点 转 
7/2 的 角度 ,也 就 是 说 在 复 z 平 面 上 绕 点 z=0 转 27 的 角度 . 根据 Bessel 函数 在 原 


点 附近 的 性 质 , 我 们 发 现 转 2 之 后 , 波 函 数 的 渐进 形式 变 为 
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dz ~ (A, t tA ee lue UNS. OE V. (6.4.88) 
然后 ,我 们 必须 沿 着 圆 形 突出 部 位 前 进 . 在 这 个 过 程 中 , 波 函 数 可 当 作 平面 波 来 处 
BH. 走 完了 整个 圆 形 突出 部 位 之 后 ,我 们 再 一 次 进入 Bessel 区 域 . 但 是 ,这 一 次 ， 
对 z 来 说 , 必须 增加 一 个 附加 距离 


see. (6.4.89) 


此 时 ,演化 方程 的 通 解 变 为 
y(z) = Bic. lo(z- 8)J.iCo(z -8)) +B. c- jo(z- 8) J-i(o(z - 8)) 


(6.4.90) 
根据 波 函 数 的 连续 性 和 渐进 性 质 Ll ALT ART 
Ae" +A e = (Bet 4 Boe ye a 
2 ai (6.4.91) 


5ia _ 


A,e *+A_e = (B,e “*+B_e"-)e 
为 了 到 达 B 点 ,我 们 还 必须 绕 点 z=5 转 一 个 275 的 角 . BE PRB w(z) TE B o E YT 
渐进 形式 也 变 为 
ig ~ (Be +B. e-e e 4 (B, et Bae pat 
(6.4.92) 
最 后 ， 我 们 沿 者 右 半 平面 上 的 大 六 个 圆圈 回 到 4 ， 点 ,发 现 函 数 。 ”必须 乘 上 因子 
(B, e +B. e -ye 
A. e uA e 
对 于 整体 单 值 性 的 分 析 ,因为 围 道里 面 只 包含 外 视界 >=r, ,所 以 我 们 发 现 函 
数 e。 ”必须 乘 上 的 因子 为 e™**. 
通过 对 比 波 函 数 绕 围 道 的 整体 单 值 性 和 局 域 单 值 性 ,我 们 可 以 直接 得 到 
Gibbons-Maeda dilaton 黑洞 时 空中 非 最 小 看 合 标 量 场 的 快速 衰减 的 准 正规 模 
频谱 公式 


=- (1 +2cosm) -e "(2 +2cos mj). (6.4.93) 


ee =-|1 + 2o0s( ER z xu + 2cos( 3 22] (6.4.94) 


Gibbons-Maeda dilaton 黑洞 时 空中 非 最 小 耦合 标量 场 的 快速 衰减 的 准 正 规模 
频谱 不 仅 取决 于 背景 时 空 的 参数 ,也 取决 于 微 扰 标量 场 与 时 空 的 耦合 常数 E 事实 
再 一 次 表明 物质 场 与 引力 场 的 相互 作用 会 对 其 快速 衰减 的 准 正规 模 频谱 产生 影 
响 . 通过 对 比 , 我 们 发 现 Gibbons -Maeda dilaton 黑洞 时 空中 非 最 小 耦合 标量 场 的 快 
速 衰 减 的 准 正 规模 频谱 与 Reissner -Nordström 黑洞 时 空中 的 快速 衰减 的 准 正规 模 
频谱 相似 . 两 者 都 有 一 个 来 自 相 移 ò 的 修正 项 . 像 Reissner-Nordsuóm 黑洞 时 空中 
的 快速 衰减 的 准 正 规模 频谱 在 Q x m] FAY AN BER [RH] Schwarzschild 黑洞 时 空 的 
准 正 规模 频谱 一 样 , 它 在 dilaton fij. D 7g 2 B] , t, AN Be 1K [n] Reissner -Nordstróm 5 
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洞 的 情况 . 数学 上 的 理由 是 变量 z 和 有 效 势 V 严 重地 依赖 参数 D 和 了 .然而 , 当 耦 
AATF EMR P IAE, RITEM Gibbons -Maeda 黑洞 时 空中 的 耦合 标量 场 
的 快速 衰减 的 准 正规 模 频谱 的 实 部 为 Tyln3 ,这 与 GHS dilaton 黑洞 时 空中 的 最 小 


耦合 标量 场 准 正规 模 频 谱 一 致 . 更 令 人 感 兴 趣 的 是 当 耦 合 因子 在 = HH ,公式 


(6.4.94) ZH e™ +2+3e =0, 它 的 形式 与 Reissner -Nordstróm 黑洞 时 空 的 完 
全 一 致 . 这 也 表明 物质 场 与 引力 场 的 相互 作用 对 其 快速 衰减 的 准 正 规模 频谱 有 着 
十 分 重要 的 作用 . 


6.5 黑洞 时 空中 衰减 缓慢 的 准 正 规模 


由 于 黑洞 时 空中 的 准 正规 模 携带 有 黑洞 的 特征 信息 ,因而 被 誉 为 黑洞 的 “ 特 
征 声 音 ”. 这 就 意味 着 黑洞 时 空中 的 准 正规 模 能 为 我 们 提供 一 种 直接 鉴定 黑洞 是 
否 存在 的 方法 . 根据 前 面 的 讨论 ,我 们 知道 黑洞 的 准 正规 模 频谱 为 复数 ,并 且 虚 部 
为 负 . 这 就 意味 着 黑洞 时 空中 的 准 正规 模 是 随时 间 做 指数 衰减 的 . 因此 , 距 黑 洞 非 
常 遥 远 的 天 文 观 测 仪器 只 能 接收 到 那些 衰减 得 比较 缓慢 的 准 正 规模 频谱 . 本 节 我 
们 将 以 某 些 特殊 的 黑洞 时 空 为 例 ,来 讨论 影响 缓慢 衰减 的 准 正规 模 频 谱 的 因素 以 
及 它们 之 间 的 变化 关系 . 


球 对 称 黑洞 Quintessence 的 准 正 规模 


目前 大 多 数 科学 家 认为 我 们 现在 所 处 的 宇宙 正在 加 速 膨胀 . 对 很 多 天 文 现象 
的 观测 (如 对 la 类 超新星 、 宇 宙 微 波 背 景 辐射 的 各 项 异性 以 及 宇宙 大 尺度 结构 的 
观测 ) 结果 都 支持 现在 宇宙 正在 加 速 膨胀 的 观点 . 然而 直到 现在 ,我 们 还 不 知道 导 
致 字 宙 加 速 膨胀 的 真正 原因 . 在 爱 因 斯 坦 的 引力 理论 中 ,人 们 可 以 引入 上 暗 能 量 这 
一 理论 模型 来 解释 当今 宇宙 的 这 种 加 速 膨胀 现象 . 这 一 理论 模型 表明 我 们 当今 宇 
宙 中 的 大 部 分 能 量 是 暗 能 量 . 所 谓 暗 能 量 , 是 指 压力 与 能 量 密度 之 比 为 负 的 能 量 模 
型 . 现在 最 主要 的 暗 能 量 的 模型 有 : 宇宙 常数 (真空 能 ) 模 型 、quintessence , k -es- 
sence 和 phantom 等 . 不 同 的 暗 能 量 模型 具有 不 同 的 状态 参数 w( 也 就 是 压力 与 能 
量 密度 之 比 ). 例如 ,在 宇宙 常数 模型 中 ,w 恒 为 -1; 对 quintessence 模型 ,w 可 以 
为 常数 ,也 可 以 发 生变 化 ,但 是 它 的 取 值 范围 为 -1<w<0. 显然 , 宇宙 常数 模型 
可 当 作 一 种 特殊 的 quintessence 模型 .近来 ,由 于 这 些 理论 模型 在 解释 宇 害 加 速 脱 
胀 方面 拥有 各 自 的 优点 ,因而 受到 大 家 的 青睐 ( 详 见 6.7 节 ). 

最 近 Kiselev 考虑 到 一 静态 黑洞 的 周围 充满 了 一 种 静态 的 、 球 对 称 的 暗 能 量 
(quintessence) , 且 其 状态 参量 为 常数 . 假设 quintessence MAES TK E W EZR PE IM 
性 ,他 最 后 得 到 了 爱 因 斯 坦 场 方程 的 一 个 依赖 态 参 数 w 的 严格 解 . 在 本 节 ,我 们 将 
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研究 这 个 黑洞 时 空中 标量 场 的 准 正规 模 , 来 探讨 暗 能 量 的 状态 参量 对 微 扰 场 的 准 
正规 模 的 影响 . 
我 们 先 简 单 地 回顾 一 下 Kiselev 的 工作 . 一 般 球 对 称 静 态 时 空 的 度 规 为 


ds’ = edf - e`dr -r (dọ «sind d$), (6.5.1) 
v 和 入 为 径 向 参量 7 的 函数 . 爱 因 斯 坦 的 场 方程 为 
IT =-e L Keg A. (6.5.2) 
pr cee | Met (6.5.3) 
r r r 
8 ] oal po v v'-A' vN 
2T, = 2T? =- Fe ["t*3 2» (6.5.4) 


FHP diio ROSE rR. 假设 quintessence AY 8E SY UK ec W ERE SIMA, Wn] "tz RS 
能 动 张 量 的 分 量 满足 


T =T, =~, 
T = T° =- 5p, Qu +1), (6.5.5) 
w 是 quintessence 的 状态 参量 . 令 入 = -ln(1+7/) ,于 是 我 们 发 现 变 量 f 满足 
rf’ +3(w+1)rf + (3w +1)f=0. (6.5.6) 
这 是 一 个 二 阶 微分 方程 ,我 们 发 现 它 的 通 解 为 
T, C 
queue ee (6.5.7) 
r r 
c Mr, 是 归 一 化 常数 . S r, =2M, FEAT AT RE BK Quintessence 包围 的 黑洞 度 规 为 
! : Rd 
dé quee acque 0 ind d) 
r E ~ r r 4 


(6.5.8) 
M 是 黑洞 质量 . 这 个 度 规 形式 上 与 de Sitter/anti-de Sitter 度 规 相 似 . 此 外 , 我 
们 发 现 大 家 熟知 的 Schwarzschild 度 规 和 Reissner-Nordstróm 度 规 是 它 的 特例 . 
这 也 是 自然 的 ,因为 Schwarzschild 度 规 和 Reissner-Nordstrim 度 规 分 别 描述 真 
空 (能 量 为 零 ) 和 电磁 场 包围 黑洞 的 情况 ,而 且 真 空 和 电磁 场 的 能 动 张 量 也 满 
FEB VE a IM AR TE. 
把 度 规 代 入 无 质量 标量 场 的 微 扰 方 程 ,我 们 得 到 径 向 微 扰 方程 中 的 有 效 势 为 


2M c 
3w+1 


r r 


显然 ,有 效 势 与 微 扰 场 的 角 量 子 数 1 和 quintessence 的 状态 参量 w AK. 图 28 描绘 
了 固定 1=5 和 <=0.001 后 有 效 势 随 态 参量 w 的 变化 关系 . 当 w 的 绝对 值 增加 时 ， 


V= |1 


BUPA, XM. FOU T) (6.5.9) 
3 E EZ : ue. 


r 
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势 垒 的 峰值 减 小 , 且 峰 值 的 位 置 向 右 移动 . 


1 时 ， quintessence 包围 的 黑洞 时 


空中 无 质量 标量 场 的 有 效 势 V 随 变 量 7 的 变化 


从 (6.5.9) 式 和 图 中 也 可 以 看 出 ,标量 场 的 准 正 规模 依赖 于 归 一 化 常数 c 和 
quintessence 的 态 参量 w. 然而 ,在 这 里 我 们 只 想 研 究 准 正 规模 与 态 参 量 w 的 关系 . 
因此 ,这 里 我 们 令 M=1 和 ec=0.001. 下 面 ,我 们 将 采用 三 阶 WKB 近似 来 信 算 黑 
洞 时 空 (6.5. 8) 式 中 的 标量 场 的 准 正规 模 . 在 三 阶 WKB 近似 中 , 准 正 规模 的 频谱 


公式 为 


o = [V + (22V) ^A A} -i[n e L| C- 2v) 0 9), (6.5.10) 


其 中 | 
F a : | nj | T1 i. ai : t (6.5.11) 
n= L| [P] em 1880 
ET eue | (51 + 100a ) * xoi pos | (67 + 68a ) 
«zl mn | (19 +28a ) - A n | (5 +40 | , (6.5.12) 
a-nt TY V Art M 


=r, Gy) 


把 有 效 势 代入 上 述 频谱 公式 ,我们 就 可 以 得 到 quintessence 包围 的 黑洞 时 空中 的 准 
正规 模 频 谱 . 数值 计算 表明 , 暗 能 量 的 出 现 使 微 扰 场 的 衰减 加 快 


+ 220° 第 6 章 黑洞 的 量子 效 


E 


声学 黑洞 的 准 正规 模 


1981 年 ,Unruh 提出 了 声学 黑洞 的 概念 并 指出 有 可 能 在 实验 室 观测 到 黑洞 的 
Hawking 辐射 他们 假设 有 一 种 流体 , 它 的 流速 沿 流动 方向 不 断 的 增加 . 那么 在 流 
体 的 速度 超过 声速 的 地 方 就 形成 一 个 对 声波 的 显 视 界 . 显 视 界 里 面 的 部 分 就 可 看 
作 声学 黑洞 . 此 后 ,人 们 应 用 一 些 不 同 的 流体 模型 ( 如 超 流 ,凝聚 态 物质 等 等 也 构 
造 出 了 声学 黑洞. 

声学 黑洞 为 人 们 在 实验 室 研究 黑洞 的 准 正规 模 提 供 了 一 条 可 能 的 途径 . 因此 ， 
近来 有 许多 人 研究 声学 黑洞 时 空中 的 准 正规 模 . 下 面 我 们 采用 三 阶 WKB 近似 来 
研究 声学 黑洞 时 空中 耦合 标量 场 的 准 正 规模 频谱 

首先 ,我们 利用 流体 力学 的 有 关 知 识 来 推导 一 般 声学 黑洞 时 空中 耘 合 标量 场 
的 微 扰 方程 . 根据 流体 力学 ,流体 的 连续 性 方程 为 


PP d z 
PE: (pv) +S 20 (6.5.13) 
Euler 方程 为 
Ov 
p+ (re )v 7v ptF, (6.5.14) 


F 为 作用 在 流体 上 的 所 有 外 力 . S 表示 流体 由 于 有 源 或 有 漏 以 及 不 稳定 的 漂移 对 
流体 密度 的 影响 . 它 的 形式 与 源 或 漏 的 具体 形式 有 关 . 我 们 假设 :(1) Sb F= - 

o, 这 样 我 们 可 以 忽略 粘性 的 影响 . (2) 流体 是 局 部 无 旋 的 ,因而 我 们 可 引进 速 
度 势 "= g 4. G) 流体 压强 p 是 流体 密度 p 的 函数 . 


A 


Y 
np) = [PAP Pag", (6.5.15) 
即 
p(p) 
= hy ae (6.5.16) 
因此 ,Euler 方程 可 写 为 
0 1 2 
ae y) + =0. (6.5.17) 


为 了 研究 声波 在 流体 中 传播 ,我 们 将 对 连续 性 方程 和 Euler 方程 围绕 某 一 背景 做 
一 阶 线性 微 扰 . 令 P=P +EP, p=po tEepi, Y= po ey. 假设 S 的 形式 为 G(vo) 
y, H. ® NBM. REREAD NAMANA, 由 连续 性 方程 ,我 们 有 


OPo 
ard ocn +G) = 0, (6.5.18) 


Op: 
ru (piv + povi) +C(om) = 0, (6.5.19) 
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把 hh 线性 展开 hh(p。 +€p1) ~h(po) + €pi A is h(po) WE. 因此 ,由 Euler 7r 
程 ,我 们 有 


Ojo 1 2 
a th bi Wo) +® =0, (6.5.20) 
T . 
p = po | eng V. p (6.5.21) 
由 于 我 们 假设 压强 p 是 p 的 函数 ,所 以 有 
E Wm. ; | 
po áp = ap rs tog V. le (6.5.22) 
j8 (6.5.22) IRA (6. 5. 18) 式 ,我 们 得 到 
ajap [NS ，， 
NE" LE a y n | 
, - 
7 UA = p ms og Oy " - G(vo) Vi = 0. (6.5.23) 
SCN Bb Tha 2 中 的 Klein -Gordon 方程 
E dps SC) = 0, (6.5.24) 
J- g o 
推导 得 到 其 中 度 规 g” 为 
ER re (6.5.25) 
Poe} -ow (c 8j — vovo) 
其 协 变形 式 为 
a É ; (6.5.26) 


流体 局 部 的 声速 。 假设 G(m) =E ER, RR 为 度 规 (6.5.26) 的 Ricci 曲率 标 


车, 则 声波 在 这 种 流体 中 的 传播 等 价 于 宰 合 示 量 场 在 弯曲 时 空 (6. 5.26) 中 的 传播 . 
由 上 面 的 讨论 可 知 ,声学 度 规 中 时 空 的 间隔 为 


ae a dids oS ay de, T. (6.5.27) 
Cc 
在 球 坐 标 系 里 面 , 它 的 形式 为 
ds =-c dt’ + (dr - vo dt) 十 r (dë + sin dọ). (6.5.28) 
做 一 个 坐标 变换 
dr dine edes (6.5.29) 
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2 
TH. 1 r " * MZ 
假设 w =c 二 ,然后 我 们 得 到 


gs 
A 


T 2—— 


ES 


dr + 


" z4 


To 
1 - 于 
| r 


ro 为 归 一 化 常数 . 这 个 度 规 与 爱 因 


斯 坦 引 力 理 论 


dr +r (dO «sin Ode ), 


(6.5.30) 
中 的 标准 球 对 称 度 规 有 明显 的 不 


E. 它 描 述 的 是 一 个 声学 黑洞 . 黑洞 视界 位 于 r = ro 的 地 方 , Hawking 温度 为 1/ 


(nr). 这 里 我 们 取 c = m =1. 


把 度 规 (6. 5. 30) 代入 耦合 有 合 标 量 场 的 Klein-Gordon 77 f£ : 


= ( 


RATES A c UNS T 向 方程 : 


d'or) 
dr. 


Heb E 为 耦合 因子 , 波 函 数 


+ (o -办 中 ( 


l- gg" 0,) V - ER = 0, (6.5.31) 


r) = 0, (6.5.32) 


wt OO) pan 


1 


Ricci 曲率 标量 为 


1 
4 


r J 


I(L+1) 
E 


um +R], (6.5.33) 
: 


(6.5.34) 


图 29 声学 黑洞 时 空 背 景 中 耦合 标量 场 


的 有 效 势 在 1 =2 及 上 =0, 3, 6 时 随 变 


5 


量 7 的 变化 关系 
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由 (6.5.33) 式 可 看 出 ,有 效 势 与 角 量子 数 1 和 耦合 因子 振 有 关 . 图 29 为 1=2 
时 的 有 效 势 与 耦合 因子 起 的 变化 关系 , 当 喜 越 大 , 势 垒 的 峰值 也 就 越 高 ,但 峰值 所 
对 应 的 > 的 值 ” 却 越 小 . 


6.6 WWE Ay te 


由 于 微 扰 场 在 渐 近 无 限 远 处 存在 逆向 散射 ,因此 在 黑洞 时 空中 微 扰 场 的 晚期 
演化 行为 表现 为 究 律 拖 尾 的 形式 . 并 且 影 响 这 种 窜 律 拖 尾 的 因素 与 影响 准 正 规模 
的 因素 有 很 大 的 差异 . 以 标量 微 扰 场 为 例 , 它 的 准 正规 模 与 黑洞 的 旋转 参数 a 有 
关 ,而 其 寡 律 拖 尾 则 与 旋转 参数 a 无 关 . 为 了 和 弄 清 微 扰 场 在 黑洞 时 空中 的 演化 行 
为 ,人 们 对 各 类 微 扰 场 在 各 类 黑洞 时 空中 的 容 律 拖 尾 进行 了 探讨 ,并 已 取得 了 一 系 
列 成 果 . 在 本 节 , 我 们 讨论 两 种 研究 窜 律 拖 尾 的 主要 方法 (代数 求 根 法 和 Green K 
数 法 ). 
代数 求 根 法 

代数 求 根 法 是 一 种 最 直接 的 研究 黑洞 外 部 扰动 物质 场 晚期 拖 尾 的 方法 . 它 的 
指导 思想 是 先 直 接 求 出 方程 (6. 4.1) 的 解 ,然后 再 讨论 当 1 一 %w 时 其 解 的 渐 近 
行为 . 

4 uzt-r,,vztr, ,Dl77 f£(6.4.1) BBA 
4 
vou 


4 * Vi(r) |u(u, v) = 0. (6.6.1) 


该 方程 的 通 解 可 以 表示 为 延迟 时 间 u 和 超前 时 间 v 的 两 个 函数 F (0) 和 G Cw) 的 
HS: 


uu, n= Dae GOP (u) + C1 p 1] 


BET rpg (Cu) +(-1)F (w)], (6.6.2) 
其 中 (v) 和 G(wu) 上 标的 正 负 具有 不 同 的 意义 ; 正 表示 对 函数 求 导 的 次 数 , 负 表示 
对 函数 积分 的 重 数 . 第 一 求 和 项 表示 起 始 的 入 射 波 , 第 二 个 求 和 项 表示 散射 波 . A 
数 4 ”是 无 量 纲 常 数 ,其 值 与 平 直 时 空 时 的 值 相 同 . 而 系数 函数 B^ (r) 则 与 时 空 参 
量 有 关 . 对 其 做 泰勒 展开 ,去 掉 高 阶 项 , 则 可 近似 表示 为 
Bi(r) air "^" [1 + O(M/r)], (6.6.3) 
EPRA a EF M. 可见 在 M0 时 ,B (Cr) MK el FE. 经 过 一 系列 宛 长 的 
推导 ,我 们 最 后 得 到 ,在 类 时 无 限 远 i, 人 处, 当 <<r, << t It, A 
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21+1 +21+1) 1 


ulu, v) -2k Folp +2D lr (6.6.4) 
其 中 为 一 与 时 间 无 关 的 参量 . 如 果 微 扰 是 在 天 体 发 生 塌 缩 之 后 形成 的 , 则 参数 
p 取 2, 因 而 微 扰 场 晚期 衰减 的 形式 为 :“”*”; 若 塌 缩 开始 前 天 体外 已 经 存在 微 扰 
场 (质量 为 p) ,那么 参数 p 取 1, 扰 动 场 晚期 衰减 的 形式 为 :1 ””, 它 较 之 前 者 迅 
速 . 这 说 明 微 扰 场 的 晚期 拖 尾 与 其 初始 条 件 有 关 . 


格林 函数 法 


代数 求 根 法 尽管 非常 直观 ,然而 它 具 有 很 大 的 局 限 性 . 它 只 能 有 效 地 处 理 静 态 
时 空中 的 微 扰 场 的 情况 . 对 于 稍微 复杂 一 点 的 稳 态 时 空 (如 Kerr 黑洞 时 空 ) 中 的 无 
质量 扰动 物质 场 的 情形 , 它 就 无 能 无 力 , 最 主要 的 原因 是 来 日 数学 上 的 困难 . 因此 ， 
人 们 希望 找到 一 种 更 为 有 效 的 、 适 用 范围 广 的 方法 来 研究 各 类 时 空中 的 突 律 拖 尾 
行为 . 

在 1986 年 ,Leaver 提出 了 利用 频谱 分 解 技 术 的 黑洞 格林 ( Green ) 函数 法 .该 
方法 不 仅 可 以 用 于 讨论 黑洞 的 准 正 模 , 也 可 以 用 于 研究 扰动 场 的 晚期 索 律 拖 尾 . 
如 图 30 所 示 , Leaver 指出 :黑洞 的 准 正 模 源 于 复 频 面 中 Green PR G(r. , y, o) 的 
奇 点 (图 30 中 用 x 表示 出 部 分 的 奇 点 ) ;晚期 需 律 拖 尾 源 于 空间 无 限 远 处 纯 出 射 
BE w “中 分 文 切割 的 存在 (图 中 用 沿 o 虚 负 轴 粗 黑 线 表示 ) SG (re, y, oo) 沿 该 分 文 
切割 的 积分 将 给 出 黑洞 外 部 扰动 场 的 晚期 衰减 行为 . 


30” 微 扰 场 在 黑洞 时 空中 演化 的 
复 频 面 示意 图 


我 们 知道 WRZ u(r. ,t) 随 时间 的 演化 如 下 : 
ují(r.,t) = fec. ,y,t)9auu(y, 0) dy + Joe. , Y, Duy, 0)dy, 


(6.6.5) 
其 中 G(r., y, 1) A Green RM, E S A 
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Gh 
ae ae O 
根据 因果 关系 ,Green phi BM G(r. yt) 必须 满足 以 下 初始 条 件 ; 即 1<0 AY G(r. Ms 
t) =0. 

TE Leaver AY AG PK PR BOE P , ANE A i PEDE PP us (rs L0) ,而 是 通过 研究 
微 扰 场 的 传播 函数 Green 图 数 G(r,,y,i) 去 探讨 微 扰 场 在 黑洞 时 空中 的 晚期 


G(r., y, t) = (1)8(r, - y). (6.6.6) 


演化 . 
为 了 求 出 Green 函数 G(r. ,y 0) ,我 们 引入 侍 里 叶 变 换 
Gc. y.) | Oe y, De"dr, (6.6.7) 
GG. yt) m def. Crs y, e" da, (6.6.8) 
c 为 某 个 正 的 常数 . 


显然 傅 里 时 变换 在 o 复 平面 的 上 半 面 是 解析 的 ,而 且 Green 函数 G(r,,y,@) 
满足 方程 


G(r., y, 9) = (r; - y). (6.6.9) 


2 
penu 
Fs 


设 方程 
pr te - Wi) 
两 个 线性 无 关 的 解 分 别 为 ig (rs ,0) Al u(r. ,wm). 为 了 构造 Green 函数 ,我 们 要 


求 其 中 一 个 解 uu" (re ,w) 满 足 边 界 条 件 


| ns 


ulr., 0) =0 (6.6.10) 


fg 9o 99 


> — (6.6.11) 


o) T | ior -iwr 

LAu(o)e * +An(w)e ^ re +o, 
即 在 事件 视界 处 表现 为 纯 和 人 射 波 ; 另 一 个 解 w”(r, ,o) 在 空间 无 限 远 处 表现 为 纯 
出 射 波 , 即 


ur. " 


| 


w (ra, ©) ~ i (6.6.12) 
ee ig r, 十 oo 
利用 这 两 个 解 和 朗 斯 基 关 系 
aa DHT o EM 
Wo) = u u = 2iwA;,(w) , (6.6.13) 
dr. dr. 


我 们 可 以 构造 出 黑洞 Green KZ G(r. ,y,@) : 


E 


+ 226° 第 6 章 黑洞 的 量子 效 


1 JWC, ou (y, o), r«y 


G(r., y, w) TT 2ioA,(o)| 


u(y,e)ur(r., e), Te » y. 
(6.6.14) 
研究 表明 ,黑洞 外 部 扰动 物质 场 的 晚期 拖 尾 源 于 复 频率 Green 函数 中 存在 分 
支 切割 ,而 且 G(r. ,y,w) 沿 该 分 支 切割 的 积分 (用 GC (7, y) ERI MERE SERIE 
期 渐 近 行为 . 此 外 由 于 在 渐 近 无 限 远 区 只 有 低频 才能 被 很 小 的 时 空 曲率 或 电磁 相 
互 作用 逆向 散射 ,因此 我 们 可 进一步 确定 微 扰 场 的 晚期 拖 尾 又 是 由 黑洞 Green PR 
数 中 的 低频 部 分 主导 的 . 所 以 我 们 可 以 采用 低频 近似 来 处 理 微 扰 场 的 晚期 拖 尾 


问题 . 
在 Schwarzschild 黑洞 时 空 ,我 们 可 引入 变量 u = 


频 近 似 , 可 得 到 无 质量 标量 微 扰 场 的 径 向 方程 


1-24] 9, 然后 采用 低 


2 


2 
Jod eu. dos c ef. (6.6.15) 
| dr r r 
& z= -2ior, 可 得 到 构造 黑洞 Green PACT rs AY DUAR (r >> 2M) 

( MESI 

ur =A M e"M(l*1-2ioM, 21+2, -2ior), (6.6.16) 
f | p € 

u =B m e"U(l*1-2ioM,21 «2, -2iwr), | (6.6.17) 


其 中 4 和 B 是 正 交 归 一 化 常数 ,M(a,b,z) 和 U(a,b,z) 是 合流 超 几 何方 程 的 两 个 
IR. 由 于 U(a,b,z) 是 一 个 多 值 函 数 , 因此 u 存在 分 支 切 割 , 且 分 支 切 割 对 Green 
函数 中 的 贡献 为 


u (r,s, we ™) wl(r,, œ) 


W( oe) W(o) 
xe "do. (6.6.18) 
用 低频 近似 条 件 ,我 们 有 


D as 
CC. . 9,8) 95] ui (y, 9) 


f 


= 


(21 +1)1(2o) 


W( o) = (-1) iAB TOT oM (6.6.19) 
H 
Wlwe™) = W(o), (6.6.20) 
cup ~up 27i p ( - 1) ^ 2-(29) ^ 
PE ie a EL haces Pa a T(-1-2ioM)T (1 +1 -2ioM) 
(6.6.21) 


此 时 , 波 函 数 也 可 近似 表示 为 
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Jlor), (6.6.22) 


ui =A(2L+1)!!(@M)™ a 


RB, (2141) !! =2'1! ;J, Cz) H Bessel KZL. 最 后 我 们 得 到 Green ph RC 

mi (21+2)1 AM(r. y)" 

G(r., y, 1t) 2 (-1) [Ql « DHT aes : (6.6.23) 
这 一 结果 与 Price 和 Ching 等 用 其 他 方法 所 得 到 的 结果 完全 一 致 . 

Sk SRT SIMS PA eS 


Pii BG AT AE SE HAR Ha PY E HP bs BEY RR TT AE Ooh 
T Hit FÉ SEE WIS. 

我 们 先 介绍 一 下 什么 是 整体 单 极 子 黑洞 时 空 . 早期 宇宙 的 相 变 会 引起 多 种 拓 
扑 缺 陷 . 而 缺陷 的 类 型 取决 于 真空 流 形 的 折 扑 . 当真 空 流 形 包含 有 不 能 连续 收缩 
成 一 个 点 的 曲面 时 , 则 有 单 极 子 的 形成 . 与 基本 粒子 的 形成 相似 , 单 极 子 的 形成 也 
是 对 称 性 破 缺 的 结果 . 单 极 子 的 能 量 大 部 分 集中 在 单 极 子 核 附近 的 小 区 域内 . 大 
统一 理论 预言 宇宙 早期 有 很 多 这 样 的 单 极 子 存 在 . SOR TR AR T fk 
宇宙 中 单 极 子 问题 . 

当 整 体 对 称 性 破 缺 时 ,就 会 形成 整体 单 极 子 . 整体 单 极 子 周 围 Goldstone 场 具 
有 巨大 的 能 量 ,能 够 产生 很 强 的 引力 场 . 能 够 产生 整体 单 极 子 的 最 简单 的 模型 可 用 
下 面 的 Lagrangian 描述 


1 annya 和 Njyjala 242 
L = 70.6 9 er -7n). (6.6.24) 


其 中 p 为 标量 场 . 这 个 模型 具有 整体 0(3) 对 称 性 ,但 是 它 会 自发 地 发 生 对 称 性 
破 缺 ,最 终 只 具有 U(1) 对 称 性 .通过 求解 爱 因 斯 坦 场 方程 ,得 到 一 个 描述 整体 单 
极 子 黑洞 的 静态 球 对 称 度 规 


ds =- 11- 80 Gn, 一 mE dc 
AES er Jem d 2 RC AG css de yc 16:6/25) 


是 黑洞 的 质量 ,m。 为 整体 单 极 子 形成 时 的 对 称 性 破 缺 标 度 . 我 们 做 一 个 坐标 


变换 


p5didu)x. r—>(1 SBCA TR. (6.6.26) 
然后 对 黑洞 质量 和 对 称 性 破 缺 标 度 进行 重新 标 度 
M (1_8nrcm) hy b= (1-8n0%), (6.6.27) 
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E 


就 可 以 把 度 规 变 为 


dena RE d wg Qon dr ractie uti Ode). 
(6.6.28) 
这 个 度 规 依然 是 静态 的 球 队 称 度 规 , 它 具 有 一 个 附加 的 亏损 立体 角 A = 4m 
-32mGm. 
在 弯曲 时 空中 质量 为 的 耦合 标量 场 的 Klein -Gordon 方程 为 
La Egga )o - (w+ ERY = 0. (6.6.29) 
l-g 
把 度 规 (6.6.28) 代入 (6.6.29) 式 中 ,我 们 有 
Va = Wee, + Vy = 0, (6.6.30) 
其 中 有 效 热 和 Ricci 曲率 标量 为 
pali zu UED LT p ER i (6.6.31) 
和 
Rcs (6.6.32) 


br 
由 谱 分 解 方法 知 ,方程 (6. 6. 30) 中 标量 场 于 (7., 1) 随时 间 的 演化 方程 为 
UG a) = SEGO., as DAP, 0) + S0 Ge au OU , 0) ars 
(6.6.33) 
G(r. yr’. 3t) 为 延迟 Green 函数 , 它 的 定义 为 


G(r. rag t) = 8(1)8(r. -r'.). (6.6.34) 


eS 
| ad a op. t V(r) 
由 因果 性 条 件 , FR ATTA 24 <0 WN A G(r, yr’. gt) =0. XP PRA G(r. yr’. 3) 进行 


Fourier 变换 


G(r., r's; œ) = [ G(r, rii e" de. (6.6.35) 
TE o 的 上 半 复 平面 , Fourier 变换 是 解析 的 . 它 的 逆 变 换 为 
CG Pe pre. CO He cae ae (6.6.36) 
Qa + 


c 为 其 一 正 数 . 我 们 定义 辅助 函数 (7. ,w) AW (rs) WIR TT E 


2 


E vu zd MOS reU. SQupOC ' 56797) 
Tx 
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的 两 个 线性 无 关 的 特 解 . 利用 Wronskian 关系 式 
W(o) = W(P, v.) = WW, - V, V, (6.6.38) 
可 以 构造 出 黑洞 的 Green 函数 
|] | Br. , o) Vr. , 9), r. <T a3 
W(o)| P(r., œ) P (r's, 0), re >ra. 
(6.6.39) 
为 了 能 够 利用 (6. 6.39) 式 计算 出 Green 函数 G(r. 70 ,我 们 必须 在 @ 的 下 半 
复 平 面 沿 一 条 闭合 的 积分 围 道 对 G(r, yr’. 30) 进行 积分 . 众所周知 ,函数 严 在 
o 的 下 半 复 平面 存在 一 条 分 支 切割 线 一 负 虚 轴 , 且 G(r, ,7r',;@) 沿 该 分 支 切割 线 
的 积分 (用 G Cr. yrs ;表示 ) 将 主导 这 种 宕 律 拖 尾 行为 . 因此 ,我 们 下 面 的 工作 
主要 着 手 于 G (r.,r. 1) 的 计算 . 
首先 考虑 无 质量 耦合 标量 场 在 整体 单 极 子 黑洞 时 空中 的 寡 律 拖 尾 行为 . 我 们 
知道 无 质量 微 扰 场 的 震 律 拖 尾 行为 取决 于 时 空 渐 进 无 限 远 区 的 逆 散 射 , 而 在 渐进 
无 限 远 区 只 有 低频 部 分 才能 被 很 小 的 时 空 曲率 或 电磁 相互 作用 逆 散 射 . 因此， 对 
Green 困 数 的 主导 贡献 来 自 低频 部 分 . m 


的 需 律 拖 尾 行为 . 按 M/r 的 级 数 将 方程 (6.6.37) REIFF 


fe _4Mo _ Il +1) PARLI ey w) =0, (6.6.40) 
dr r br 
| P 
pH C= 1-74. 4 
t= rte F(z), ees p = fob +1) +2601 — 5) | 
b 4 
(6.6.41) 
则 方程 (6. 6.40) 变 为 复合 超 几 何方 程 : 
0 0 Ee C sis Aen 
dz dz | 2 | 


这 个 方程 的 两 个 用 来 构造 黑洞 Green. 函数 的 解 为 


^ 1 
V, = Ae" r7" M E * p -2iMo, 1 «2p, -2ior |, (6.6.43) 


*p-2iMo, 1 +2p, 2wr |, (6.6.44) 


其 中 4 AB 为 归 一 化 常数 . MCa, b, z) 和 U(a,b,z) 是 复合 超 几 何方 程 的 两 个 解 . 
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因为 U(a, b, z) 是 一 个 多 值 函 数 ,所 以 函数 s 存在 分 支 切割 .根据 (6.6.36) 式 ， 
我 们 发 现 分 支 切割 对 Green 函数 的 贡献 为 


C ; E 1 nem n Wi (r. A we”) F, (r. 3 w) -iwt 
G (r., r'. ; t) = 元 Wi(r'., 0) Woe”) Wa) xe do 
(6.6.45) 
应 用 关系 式 : 
P(r., we) = Vi(r., o), 
。 -T(2p+l)i 
donus y m P, (r. , o) 
P(2p+1)P | 4- p-2ioM | 
+e Vy,(r,, œ), (6.6.46) 
我 们 有 
.、\ = (29-2) -2p 
W(o) = AB(2p) it - i) (20) : (6.6.47) 
D|—-p-2ioM 
uZ J 
和 
W(ae"^) =e" Ww). (6.6.48) 
在 低频 近似 下 , Green 函数 可 近似 为 
gute 2” d PEE hy] ca 
GG. ro 人 


x Í P(r., o) P(r., o)o" e "do. (6.6.49) 

下 面 我 们 研究 标量 场 在 类 光 无 穷 远 处 i. OR GR OH. 正如 前 面 所 述 , 由 

于 对 Green 函数 的 主导 贡献 来 自 微 扰 场 的 低频 部 分 ,因此 , 微 扰 场 的 这 种 晚期 演化 

行为 也 将 取决 于 低频 部 分 . 因而 对 (6. 6. 49) 式 的 积分 的 主要 贡献 应 该 来 自 lol = 
0(171) .在 满足 lel = 0(1/7t) 的 条 件 下 , 我 们 有 

P(r., @) = Ar, G(r’. wo) ~ Ar. (6.6.50) 

jt! (6.6. 50) LALA (6. 6.49) 式 ,然后 对 其 积分 ,我 们 发 现 描述 标量 场 的 寄 律 拖 尾 

的 Green 函数 G (r. yr’. 08 


| (-20" (p +1)! 
Cre, rest) = Y im[ (2p + 0 !]' 
(rar hry -2p-2 (6.6.51) 


因此 ,在 整体 单 极 子 黑洞 时 空中 TE ie RE SIG D b t A BI A EH E 
于 角 量 子 数 1 和 对 称 破 缺 标 度 mo ,而 且 取 决 于 标量 场 和 引力 场 之 间 的 耦合 因子 E. 


6.6 ”黑洞 时 空中 的 寡 律 拖 尾 。231。 


此 外 ,标量 场 和 引力 场 之 间 的 耦合 使 标量 场 衰减 得 更 快 . 

像 无 质量 的 标量 场 一 样 ,在 研究 有 质量 的 标量 场 里 律 拖 尾 的 时 候 , 我 们 也 只 考 
虑 Green 函数 G(r. „r'a; 0). 但 此 时 , 对 Green 函数 G(r. wr’. ;的 贡献 来 自 对 
V, 的 积分 区 间 为 -pw 的 分 支 切割 ,而 不 是 整个 负 虚 轴 . 假设 观察 者 和 初始 
的 微 扰 源 离 黑洞 都 很 远 , 即 有 r >> 必 , 则 方程 (6.6.37) 就 可 以 展开 为 一 个 Mr 的 


2 


后 ,有 


级 数 ,忽略 高 阶 项 0 


do MO -2ME +1) €2E0 - D Ie gy =0, 
dr r br 
(6.6.52) 
其 中 5 等 于 0-15. 4 
4 r 
22 Im -or = 2 ur， i gg Pp. 
2 | 
yo pie. of PR i 62658) 
w l b 4 
则 方程 (6. 6.52) 可 以 化 为 复合 超 几何 方程 
de do 1 
z r + (1 +2p-z) dz 2 +p- 入 | 中 =0. (6.6.54) 


当 条 件 1w1 << 得 到 满足 时 ,复合 超 几何 方程 的 用 来 构造 Green 函数 的 两 个 解 为 


Y, = A'M,.,(20r) = 4e (2 wr) M > +p-h,1+2p,2oar|, 
| (6.6.55) 

Y, = BU, (20r) = B'e” (2 wr)?" U y tp-A,1+2p, 9. 
(6.6.56) 


A'All B' A A— 3€ Be. 利用 (6. 6.36) 式 ,我 们 发 现 分 支 切割 对 Green. 函数 的 贡 
献 为 
Wi(r'., we) V, (r., oe") 

W( oe" ) 


YVYi(r';, o)V.(r., o) 
W(o) 


io 


—101 
e do 


1 * -iwt 
- 5] ,F (e do. (6.6.57) 
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应 用 关系 式 
ee tui ds XU cape pagg 
ic eee ee eal Rese ete 
(2 PM) L2 | 
(6.6.58) 
Mi (er2 aree eae. (2 wr), (6.6.59) 
我 们 发 现 有 
W(wme") 2- W(w) = A'B' LP Apo, (6.6.60) 
T | z *tp- X | 
和 


F(w)- ipa Ls wr’. )M,._,(20r.) -Ma (2o )M,._,(20r.)] 


1 PUE | ape 
+ 1 ` [ Mi, ¿(2 or’ * )M,.,(2 or’. ) 
4p w PpP | -p-A 


(2p*1)im 
一 6e 


M.,,,(2 or’. )M_,,,(2 or. ) ]. (6.6.61) 
成 立 . 
下 面 ,我们 讨论 整体 单 极 子 黑 洞 时 空中 有 质量 的 耦合 标量 场 的 两 种 震 律 拖 尾 
行为 :中 晚期 拖 尾 和 极 晚 期 拖 尾 . 
中 晚期 拖 尾 行为 出 现在 区 间 M << r << t << M/( pM)? 内 .在 该 时 间 区 域内 ， 
频率 w = 0( wu) 的 范围 暗示 和 N << 1. 而 A 来 源 于 有 质量 标量 场 波动 方程 中 的 1/ 
r, 因 此 , 它 描述 在 渐进 无 限 远 区 时 空 曲 率 的 逆 散 射 效应 . 因为 入 << 1, 所 以 渐进 无 
限 远 区 时 空 曲率 的 逆 散 射 效 应 在 研究 中 晚期 拖 尾 行为 时 可 以 忽略 不 计 . 因此 ,我 
们 有 


(2p*1)im 工 (-2p) 工 | pi + p | 
| 1 Mo, ,(20r'. )M, (2 or. js 
4po ieor 4 - p| 


FŒ) aabt e 


(6.6.62) 
ak 量 标量 场 在 某 一 固定 远 处 (7', r. << i) 的 中 晚期 拖 尾行 为 , 我 们 应 

ANE or << 1 IPAE M (a, b,z) YE z 趋向 于 零 时 约 等 于 1 的 性 质 . 注意 到 方程 
人 


Lem Cann] gen] 


4p) 


1 2 
dep p 
rats)? 0. 


Horn A (6.6.63) 


ragr|i-»] 
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因此 ,在 :>> ph” 的 极限 下 ,Green 函数 G(r. yr’. 3t) 可 化 为 


TC-2pT | L«p|rQ + pw 


pe +1) iT 
G'(r.,r'.st) = CELA ET ) i 
me FGpr|l-p 
(r'.r, Vue oos pi — "m : (6.6.64) 


VS IC , EUIS PES FIN 28 HEURE E A ts te 2 BO v UL f Fe A OY h zs EF 


meti) 


-p-1 
t cos 


pi - 主导 . 与 无 质量 耦合 标量 场 在 类 光 无 穷 远 处 的 晚期 拖 尾 


行为 一 样 ,中 晚期 拖 尾 行为 同样 依赖 于 标量 场 的 角 量 子 数 和 对 称 破 缺 标 度 ,而 且 还 
依赖 于 标量 场 与 引力 场 之 间 的 耦合 . REG RC kea SG FE TE D. 此 
外 ,耦合 标量 场 的 衰减 随 耦合 因子 é 的 增加 而 变 快 . 

有 质量 标量 场 的 极 晚期 的 索 律 拖 尾 , 它 的 激励 机 制 与 中 晚期 拖 尾 行为 是 不 同 
的 . 因为 在 极 晚期 上 >> 1/ (aM) ,渐进 无 限 远 区 的 时 空 曲 率 的 逆 散 射 效 应 不 能 
忽略 不 计 , 此 时 这 种 时 空 UM EH HO FE E d Foe T nr REB 
作用 . 由 此 我 们 可 以 预计 到 极 晚 期 的 寡 律 拖 尾 将 呈现 出 另 一 种 衰减 形式 . 此 时 入 
>>1, 所 以 有 

Mi 26r) TT Cae RR aC Ear), (6.6.65) 

这 里 我 们 令 a 28x vw. 因此 方程 (6.6.61) 可 化 为 


D 
T Ta 


E ET, 


fto) - ; 

2pT (29)T | 5 - p - X] 
AU [AC fear.) Jal ftar.) 
L(1 -2p)F (1 -2p)r'.r. 

2p 
[AC |£ar'.)J.4( ars) - bj( ]|£or'.)b,( |tor.)], 
(6.6.66) 

71. 是 所 谓 的 修正 Bessel 函数 . 由 于 a 28A w-8My 独立 于 w, 因 此 由 第 二 项 引起 
的 晚期 拖 尾 的 形式 将 为 刀 .在 取 极 限 jw 一 % 及 1o1 一 由 时 ,我 们 来 讨论 由 第 一 项 
引起 的 震 律 拖 尾 行为 . 为 了 表述 方便 ,我 们 令 
L(142p)T(-2p)r'.r 

2pI (2p) 


th j£or'.)h,( |xaor.)] + 


L- 
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E 


x [JaC [tar’.)Jn( eor.) +h( |£or'.)h,( |*or.)]. 

(6.6.67) 
由 于 入 >>1,(6.6.66) 式 中 第 一 项 对 Green PR Gi (r. ros 1) 的 贡献 可 近似 为 
ZS 1 QUEM c eod ed) 
T FE SERA S ,我 们 发 现 由 第 一 项 引起 的 震 律 拖 尾 行为 所 具有 的 形式 为 ~ 1 
sin, 它 把 源 自 第 二 项 引起 的 需 律 拖 尾行 为 淹没 了 . 因此 ,整体 单 极 子 黑洞 时 空中 
的 有 质量 的 耦合 标量 场 的 极 晚 期 寡 律 拖 尾 的 形式 为 盖 ”“sinw. 这 与 最 小 耦合 标量 
场 的 极 晚期 窜 律 拖 尾 完全 一 致 .最 近 的 研究 表明 这 可 能 是 标量 场 在 渐进 平 直 时 空 
中 知 律 拖 尾 的 一 个 普 适 的 性 质 . 24 b =1 时 ,我 们 的 结果 与 Schwarzschild 时 空 的 一 
致 ， 因 为 在 Schwarzschild 时 空 , 由 于 Ricci 曲率 标量 为 零 , 从 而 使 耦合 项 不 能 起 作 
FA. 25 b =0 时 ,由 于 背景 时 空 不 能 用 Barriola -Vilenkin 度 规 (6. 6.25) 来 描述 ,所 以 ， 
此 时 微 扰 场 的 晚期 容 律 拖 尾 行为 还 有 待 进一步 的 研究 . 


Gee T ord) 


宇宙 动力 学 方程 和 临界 密度 


宇宙 学 原理 告诉 我 们 ,在 宇宙 学 尺度 上 宇宙 是 均匀 各 向 同性 的 . 其 4 维 时 空 为 
Robertson-Walker 度 规 所 描述 ， 


2 


ds =d -a (12) ( *rd6 +r sin 0dg ) (6. 7. 1) 


dr 
1-kr 
RP a(1) 为 宇宙 标 度 因子 ,为 一 常数 .适当 选择 7 的 单位 ,可 以 使 上 = +1,0, -1, 
分 别 对 应 于 正 曲 率 空间 、 零 曲率 空间 和 负 曲 率 空间 , 即 分 别 对 应 于 闭合 的 平 直 的 
和 开放 的 宇宙 . 
宇宙 物质 的 能 量 动量 张 量 通常 写成 理想 流体 的 形式 : 
Tw = (p*p)U,U, + pew, (6. 7. 2) 
IP p RI p Sr sill Jg F C] a $i EA HU, 为 4 维 速度 : 


U 21, (6.7.3) 
U = 0. (6. 7. 4) 

守恒 定律 表述 为 
T"iv = 0. (6.7.5) 


X w=i, (6.7.5) NI A ar ; “4 i. 20,(6.7.5) RMA 
d[a (p * p)] = a dp, (6.7. 6) 


6.7 暗物质 和 暗 能 量 + 2356 
或 者 
d(pa ) 2 - pd(a ). (6.7.7) 
对 于 最 简单 的 状态 方程 
p wp, (6.7.8) 
能 量 密度 和 宇宙 标 度 因子 的 关系 是 
ps D (6. 7.9) 
对 于 辐射 ,物质 和 真空 分 别 有 
辐射 p= =P, p~a ; (6.7.10) 
物质 P =0， p~a | (6.7.11) 
真空 P = - p， = 常数 . 


由 Robertson-Walker 度 规 出 发 
非 零 分 量 


,根据 广义 相对 论 ,我 们 可 以 得 到 Ricci 张 量 的 


。2 


Rumes. o [S pat 5 3 (6.7.12) 
a a a a 
Ricci 标量 为 
下 | T peut (6.7.13) 
\ a a 
爱 因 斯 坦 场 方程 
R — FguR = 8nCT,, (6.7.14) 
H5 0-0 分量 就 是 弗 里 德 曼 (Friedmann ) 方程 
© actae RUD (6. 7. 15) 
a a 3 
ATi 分 量 是 
2&4% po ccc men. (6. 7. 16) 
a 


Jrf& (6. 7.7), (6.7. 15) , (6. 7. 16) FH Bianchi 恒等式 相 联系 ,这 三 个 方程 
个 是 独立 的 ,由 (6.7.15) f (6. 7. 16) 式 可 以 


的 方程 


a 


a 


我 们 知道 现在 宇宙 在 加 速 膨 胀 , 即 "< >0, 这 就 要 求 p+3p <0, 从 而 我 们 知道 , 宇 


加 速 膨胀 的 条 件 是 物 态 方程 参数 w 
宇宙 膨胀 的 速度 由 哈 勃 常数 摘 述 


4TG 
Saa (p + 3p). 


中 只 有 两 
一 个 能 直观 表示 宇宙 膨胀 加 速度 


得 到 


(6.7.17) 


= 


< -1⁄3. 
它 是 这 样 定义 的 : 
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H- 4 (6.7. 18) 
哈 勃 常数 其 实 并 非常 数 , 而 是 随时 间 变 化 的 . 哈 勃 常数 HS 是 哈 勃 常数 的 当前 值 . 
弗 里 德 曼 方 程 可 以 写成 下 面 的 形式 : 
k ZPL 
raol (6.7.19) 
_ 3H 
puc (6. 7.20) 


FH (6. 7. 19) 式 可 见 ,宇宙 空间 的 曲率 完全 决定 于 密度 . Er EEK Ul FPA IRE p. , 则 
上 是正 的 ,宇宙 空间 是 弯曲 且 有 限 的 ;大 密度 小 于 p., 则 并 是 负 的 ,宇宙 空间 是 弯曲 
且 无 限 的 ; 若 密度 等 于 p. 汰 等于零 ,宇宙 空间 是 平 直 的 无限 的 . 

我 们 定义 一 个 量 纲 为 一 的 密度 参数 . 


0 = 上 ， (6. 7.21) 
p« 
WU 3 A Q8 ut 7; fe n] OW 
E tu] (6.7.22) 
Ha $ * 
显然 ,Q>1, 0-141 0«1 分 别 对 应 于 有 >0, k=0 fI E «0. 


m 
= 
= 


1937 4E, Jp HL ZZ -- LÆR (Fritz Zwicky) 发 现 大 星系 团 中 的 星系 具有 极 高 的 运 
动 速度 . 要 束缚 住 这 些 星系 ,星系 团 的 实际 质量 应 该 是 观测 到 的 恒 量 总 质量 的 100 
Zi. 即 有 大 量 的 暗物质 存在 . 为 了 简化 ,下 面 我 们 用 牛顿 引力 理论 讨论 旋涡 星系 
的 质量 计算 . 假定 星系 质量 分 布 是 球 对 称 的 , 设 半径 为 的 球面 以 内 的 质量 为 人 
Cr) , WEER Ò r 处 的 恒 量 的 轨道 速率 为 


ias M 


(6.7.23) 


随 着 距离 球 心 的 距离 7 的 增 大 , 发 光 物 质变 得 很 稀少 了 ,这 时 应 该 可 以 认为 


M 近 于 一 个 常量 ,速度 v 就 应 该 随 半径 + 了 下 降 . 然而 实际 的 观测 与 此 恰恰 相反 ， 
转动 曲线 在 距 星 系 中 心 很 远 处 并 不 下 降 ,而 是 维持 一 个 恒定 的 速度 (图 31) . 据 此 
我 们 可 以 推 知 ,一 定 有 我 们 所 看 不 见 的 暗物质 党 在 贡献 其 引力 ,维持 旋转 速度 . 

根据 天 文 观测 数据 ,经 过 简单 的 计算 得 到 ,发 光 物 质 对 密度 参数 的 现在 值 0 
的 贡献 


Qo, ~ 0.5% (6.7.24) 
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31 七 个 湾 涡 星系 的 旋转 曲线 ,它们 在 距离 星系 中 心 很 
远 的 地 方 依 然 维持 恒定 的 速度 ,说 明星 系 被 一 个 巨大 的 暗物质 
党 所 包围 


人 们 用 类 似 的 牛顿 动力 学 方法 ,对 星系 团 进 行 观 测 ,假定 维 里 定理 成 立 ,应 用 

式 (6.7.23) ,得 到 星系 团 对 QO 的 贡献 为 
10% < Que < 30% (6. 7.25) 
(6.7.25) 式 与 (6.7.24) 式 比较 ,表明 星系 团 中 除 发 光 物 质 以 外 还 有 大 量 暗物质 . 

20 世纪 80 年 代 提 出 的 宇宙 暴 胀 理论 认为 0, =1. 后 来 的 测量 和 计算 都 支持 这 
一 结论 ,宇宙 i 暴 胀 理论 已 得 到 公认 . (6.7.25 ) 式 表明 星系 团 中 的 发 光 物 质 和 暗 物 
质 的 总 和 对 Oo 的 贡献 也 只 有 20% 左 右 ,与 0 ~1 比较 ,人 们 认为 除了 星系 团 之 类 
的 成 团 物质 之 外 ,还 有 80% 的 物质 不 成 团 ,甚至 均匀 分 布 于 宇宙 中 . 这 问题 我 们 在 
下 面 一 小 节 再 继续 讨论 . 

正 是 暗物质 促成 了 宇宙 结构 的 形成 . 如 果 没 有 暗物质 就 不 会 形成 星系 .恒星 和 
行星 ,也 就 更 谈 不 上 今天 的 人 类 了 .宇宙 尽管 在 大 尺度 上 表现 出 均匀 和 各 向 同性 ， 
但 是 在 小 一 些 的 尺度 上 则 存在 着 恒星 .星系 .星系 团 巨 洞 以 及 星系 长 城 . 在 大 尺度 
上 主 字 物质 运动 的 力 只 有 引力 . 但 是 均匀 分 布 的 物质 不 会 产生 引力 ,因此 今天 所 有 
的 宇宙 结构 必然 源 自 于 宇宙 极 早期 物质 分 布 的 微小 涨 落 ,这些 涨 落 会 在 宇宙 微波 
背景 辐射 (CMB ) 中 留 下 痕迹 . 然而 普通 物质 不 可 能 通过 其 自身 的 涨 落 形 成 实质 上 
的 结构 而 又 不 在 宇宙 微波 背景 辐射 中 留 下 痕迹 ,因为 在 宇宙 极 早 期 普通 物质 还 没 
有 从 辐射 中 退 耦 出 来 . 而 暗物质 不 与 辐射 耦合 ,其 微小 的 涨 落 在 普通 物质 退 耦 之 前 
就 放大 了 许多 倍 . 在 善 通 物质 退 耦 之 后 ,已 经 成 团 的 暗物质 就 开始 吸引 普通 物质 ， 
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进而 形成 了 我 们 现在 观测 到 的 结构 . 这 一 初始 涨 落 的 振幅 非常 非常 地 小 . 这 样 的 物 
质 就 是 冷 上 暗物质 , 它 是 无 热 ( 低 速 ) 运 动 的 非 相 对 论 性 粒子 ,因此 称 为 冷 暗 物质 . 

对 于 先前 提 到 的 小 扰动 ( 涨 落 ) ,为 了 预言 其 在 不 同 波长 上 的 引力 效应 ,小 扰 
动 谱 必 须 具 有 特殊 的 形态 . 为 此 ,最 初 的 密度 涨 落 应 该 是 标 度 无 关 的 . 也 就 是 说 ,如 
果 我 们 把 能 量 分 布 分 解 成 一 系列 不 同 波 长 的 正弦 波 之 和 ,那么 所 有 正 弱 波 的 振幅 
都 应 该 是 相同 的 . 暴涨 理论 的 成 功 之 处 就 在 于 它 提 供 了 很 好 的 动力 学 机 制 来 形成 
这 样 一 个 标 度 无 关 的 小 扰动 谱 ( 其 谱 指数 n=1). WMAP 的 观测 结果 证 实 了 这 一 预 
言 , 其 观测 到 的 结果 为 n 20.99 +0. 04. 

现在 已 经 知道 了 两 种 暗物质 一 一 中 微 子 和 黑洞 .但 是 它们 对 上 暗物质 总 量 的 贡 
献 是 非常 微小 的 . 最 被 看 好 的 暗物质 是 低温 无 碰撞 暗物质 ( CCDM ) ,其 粒子 具有 寿 
命 长 ,温度 低 、 无 碰撞 的 特性 . 寿命 长 意味 着 它 的 寿命 必须 与 现今 宇宙 年 龄 相当 ,其 
至 更 长 . 温度 低 意味 着 在 退 耦 时 它们 是 非 相 对 论 性 粒子 ,只 有 这 样 它 们 才能 在 引力 
作用 下 迅速 成 团 . 由 于 成 团 过 程 发 生 在 比 哈 勃 视界 (宇宙 年 龄 与 光速 的 乘积 ) 小 的 
范围 内 ,而 且 这 一 视界 相对 现在 的 宇宙 而 言 非常 的 小 ,因此 最 先 形成 的 上 暗物质 团 块 
或 者 上 暗物质 晕 比 银河 系 的 尺度 要 小 得 多 ,质量 也 要 小 得 多 . 随 着 宇宙 的 膨胀 和 哈 亏 
视界 的 增 大 ,这 些 最 先 形成 的 小 暗物质 晕 会 合并 形成 较 大 尺度 的 结构 ,而 这 些 较 大 
尺度 的 结构 之 后 又 会 合并 形成 更 大 尺度 的 结构 . 其 结果 就 是 形成 不 同体 积 和 质量 
的 结构 体系 ,这 是 与 观测 相 一致 的 . 相反 的 ,对 于 相对 论 性 粒子 ,例如 中 微 子 ,在 物 
质 引 力 成 团 的 时 期 由 于 其 运动 速度 过 快 而 无 法 形成 我 们 观测 到 的 结构 . 因此 中 微 
子 对 暗物质 质量 密度 的 贡献 是 可 以 忽略 的 . 在 太阳 中 微 子 实验 中 对 中 微 子 质量 的 
测量 结果 也 支持 了 这 一 点 . 无 碰撞 指 的 是 暗物质 粒子 (与 暗物质 和 普通 物质 ) 的 相 
互 作 用 截面 在 暗物质 晤 中 小 的 可 以 忽略 不 计 . 这 些 粒 子 仅仅 依靠 引力 来 束缚 住 对 
方 ,并 且 在 暗物质 晕 中 以 一 个 较 宽 的 轨道 偏心 率 谱 无 阻碍 地 作 轨 道 运动 . 

低温 无 碰撞 暗物质 (CCDM ) 被 看 好 有 几 方 面 的 原因 . 第 一 ,CCDNM 的 结构 形成 
数值 模拟 结果 与 观测 相 一致 . 第 二 ,作为 一 个 特殊 的 亚 类 , 弱 相 互 作用 大 质量 粒子 
(WIMP) 可 以 很 好 地 解释 其 在 宇宙 中 的 丰 度 . 如 果 粒 子 间 相 互 作 用 很 弱 ,那么 在 宇 
宙 最 初 的 万 亿 分 之 一 秒 它 们 是 处 于 热平衡 的 . 之 后 ,由 于 淹 灭 它们 开始 脱离 平衡 . 
根据 其 相互 作用 截面 估计 ,这 些 物 质 的 能 量 密度 大 约 占 了 宇宙 总 能 量 密度 的 20% 
~30% . 这 与 观测 相符 . 


自从 1929 年 哈 勃 发 现 宇 宙 膨 胀 以 来 ,人 们 一 直 以 为 宇宙 是 减速 膨胀 的 . 因为 
主宰 宇宙 物质 运动 的 力 是 引力 ,在 引力 作用 下 膨胀 只 能 减速 .如 同 地 面 上 一 个 坚 直 
上 抛 的 物体 ,在 重力 作用 下 只 能 减速 . 然而 1997 年 12 月 ,作为 大 红 移 超新星 搜索 
小 组 成 员 的 哈佛 大 学 天 文学 家 R. 基 尔 希 纳 的 观测 结果 显示 ,宇宙 膨胀 不 是 减速 
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而 是 在 加 速 . 1998 年 ,S. 玻 尔 穆 特 和 B. 史 密 特 两 个 小 组 利用 Ia 型 超新星 作 标 准 
烛光 ,精确 测量 距离 - 红 移 关 系 ,发 现 宇宙 在 加 速 膨 胀 . 这 一 事实 告诉 我 们 ,宇宙 中 
除了 普通 物质 之 外 ,还 有 一 种 一 直 未 被 人 们 发 现 的 能 量 ,这 种 能 量 会 产生 斥 力 ,从 
而 推动 宇宙 加 速 膨胀 . 芝加哥 大 学 的 M. 特 纳 给 这 种 能 量 起 了 个 名 字 , 叫 暗 能 量 . 
后 来 更 多 的 天 文 观 测 ,如 新 的 超新星 探测 ,斯 隆 数字 这 天 得 到 的 宇宙 大 尺度 结构 ， 
威 尔 金森 宇宙 微 波 背 景 辐射 各 向 异性 探测 器 WMAP( Wilkinson microwave anisotro- 
pe probe) 的 观测 ,都 证 实 了 暗 能 量 的 存在 ， 并 且 使 它 成 为 了 标准 宇宙 模型 的 一 
部 分 . 

因为 观测 到 宇宙 微波 背景 辐射 的 各 向 异性 和 黑体 谱 ,进一步 支持 了 标准 宇宙 
模型 ,获得 了 2006 年 诺 贝尔 物理 学 奖 . 

上 暗 能 量 是 一 种 不 可 见 的 具 大 的 能 量 , 在 宇宙 总 物质 中 约 占 73% , REEL ESE 
宙 的 运动 . 它 与 普通 物质 和 暗物质 都 有 本 质 的 不 同 , 它 产 生 负 压强 而 且 均 匀 分 布 于 
宇宙 中 . 普通 物质 和 暗物质 的 压强 都 是 非 负 的 . 

暗 能 量 是 近年 来 宇宙 学 研究 中 一 个 具有 里 程 碑 意 义 的 重大 成 果 . 支持 暗 能 量 
主要 证 据 有 二 :一 是 观测 发 现 宇 宙 在 加 速 膨 胀 . 按照 爱 因 斯 坦 场 方程 (6.7. 17) ,加 
速 膨胀 要 求 wp<0 ,导致 具有 负 压 强 的 上 暗 能 量 . 二 是 由 WMAP 给 出 的 宇宙 中 物质 
总 密度 的 精确 测定 结果 :普通 物质 和 暗物质 加 起 来 只 占 2796 , 仍 有 73% 的 短缺 . 这 
一 短缺 的 物质 就 是 暗 能 量 . 

H F WMAP 的 精密 数据 和 超 新 量 Ta. 的 观测 数据 ,人 们 确认 以 下 观测 结 

(1) 宇宙 总 密度 参数 O = 1.02 +0. 02 , 即 宇宙 几 近 平 直 . 

(2) 宇宙 年 令 是 137 +2 亿 年 . 

(3) 哈 勃 常数 H ~0. 71 +0.01 km/s/Mpc. 

(4) 字 宙 总 质量 (100% ) ~ 重子 + 轻 子 (4.4% ) + 热 暗物质 ( <2% ) + 冷 暗 物 
质 (= 上 20% ) + 暗 能 量 (73% ). 

暗 能 量 的 一 个 很 重要 的 参数 ,就 是 它 的 物 态 方程 参数 w, 由 (6.7.17) 式 可 知 ， 
只 有 当 p+3p «0 时 , 才 会 得 到 加 速 膨 胀 , 即 "o >0, 此 时 对 于 特 态 方程 p = wp, 其 参 
Ji w < -1/3. 因而 各 种 暗 能 量 模型 都 必须 满足 w < —1/3 的 条 件 , 同 时 由 观测 确定 
的 w 的 值 又 成 为 检验 各 种 暗 能 量 模 型 的 标准 . 例如 利用 WMAP 和 SNLS( supernova 
legacy survey ) 可 以 给 暗 能 量 的 物 态 方程 参数 一 个 很 强 的 限制 :w = -0.967 ren 

一 些 主要 的 暗 能 量 候选 者 有 : 


m. 


宇宙 学 常数 


爱 因 斯 坦 根 据 广义 相对 论 构 建 第 一 个 宇宙 模型 时 ,人 们 尚 不 知道 宇宙 膨胀 这 
一 事实 ,因而 爱 因 斯 坦 引 入 了 宇宙 学 常数 , 试图 构建 一 个 静态 的 宇宙 模型 . LACE 
学 带 数 后 , 场 方程 变 为 如 下 形式 : 
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R,, — Qe. - Ag, = 8uGT,, 


将 Ag 项 移 到 方程 的 右边 ,可 以 看 出 ,宇宙 学 常数 其 实 提供 了 一 个 等 效 的 能 量 - 动 
量 张 量 . 它 的 能 量 密度 和 压强 分 别 是 


人 


Pe = gC (6.7.26) 
A 

c = - 一 一 3:27 

E 8TG m ) 


由 此 可 知 ,相应 的 物 态 方程 参数 w = -1. 实 际 上 用 宇宙 常数 构造 的 静态 宇宙 
是 不 稳定 的 ,只 要 变 大 一 点 就 会 导致 斥 力 增 大 和 引力 减 小 ,从 而 使 膨胀 加 速 . 这 人 恰 
好 符合 现在 观测 到 的 宇 害 加 速 膨胀 的 事实 . 
然而 ,用 宇宙 学 常数 解释 宇宙 的 加 速 膨胀 尚 有 两 个 疑难 问题 .第 一 个 问题 是 宇 
宙 常 数 问题 ,第 二 个 问题 称 为 巧合 (coincidence ) 问题 . 由 量子 场 论 可 以 计算 真空 
能 ,所 得 到 的 形式 与 宇宙 学 常数 给 出 的 能 量 -动量 张 量 相同 ,因此 可 以 把 两 者 作为 
等 效 的 宇宙 学 常数 或 等 效 真空 能 处 理 .但 是 由 WMAP 给 出 的 等 效 真 空 能 ; 
p. = 10 GeV’ (6. 7.28) 


理论 预言 值 为 
p. = 10" GeV (6. 7.29) 
两 者 相差 上 百 个 数量 级 . 
所 谓 巧 合 问题 ,是 指 的 今天 的 物质 密度 与 真空 能 密度 恰好 处 在 同一 个 量 级 . 
于 两 者 随 宇 宙 膨 胀 的 演化 规律 不 同 , 所 以 需要 在 极 早 期 对 宇宙 的 初始 条 件 进行 精 
细 的 微调 (fine-tuning). 


2. Quintessence 


Quintessence 是 通过 引入 一 个 标量 场 来 构造 的 暗 能 量 模型 . 它 的 拉 氏 量 为 
B= Ep Jooo Xs (6. 7.30) 


AP V(b) i39. 度 规 取 平 直 的 R-W 度 规 .由 拉 氏 量变 分 就 可 得 到 Quintessence 的 
运动 方程 : 


b *3H* V($) =0 (6.7.31) 
上 面 的 撤 号 表示 对 OR SE. 由 理想 流体 的 能 量 -动量 张 量 形式 ,得 到 Quintessence 
的 能 量 密度 和 压强 分 别 是 


po = Q9 £V (6.7.32) 


po = -y (6.7.33) 
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由 此 我 们 可 以 得 到 它 的 物 态 方程 参数 


w = 二 (6. 7. 34) 


He PRO V ( b) UIS IUE X, DU) w 可 在 0 到 -1 之 间 变 化 . 并 且 一 般 来 说 ,w 不 再 是 一 
个 常数 ,而 是 变化 的 . 作为 一 个 动力 学 模型 Quintessence 可 以 解决 巧合 问题 . 这 是 
一 个 几 被 公认 的 候选 者 ,可 意 为 继 奔 元、 轻 子 、 中 间 破 色 子 和 非 重 子 上 暗物质 之 后 的 
第 五 原 质 . 

除了 Quintessence 以 外 ,还 有 一 些 不 同 的 暗 能 量 候选 者 ,下 面 介绍 两 种 . 


3. Phantom 


Quintessence 虽然 能 够 实现 w< -1/3. 从 而 解释 宇宙 加 速 膨胀 ,但 是 实测 表 
AB ,w 也 很 有 可 能 是 小 于 -1 的 . 因此 Caidwell 于 2002 年 提出 Phantom. Phantom 也 
引入 了 一 个 标量 场 ,但 与 Quintessence 不 同 的 是 , 它 的 动能 项 是 负 的 . Phantom 的 拉 


氏 量 是 : 


Z = Eal - Lapa" - Veg) (6.7.35) 
它 的 能 量 密度 和 压强 分 别 是 
po =- 5b HV (6. 7. 36) 
po =- -V (6.7.37) 
因而 它 的 物 态 方程 参数 为 
> E 中 -yV 
E (6.7.38) 
age ay 


很 明显 地 ,与 Quintessence THEE, Phantom 可 以 实现 w < -1. 由 于 w < -1, Phantom 
具有 很 有 趣 的 性 质 , 例 如 Phantom 的 能 量 密度 是 随 着 宇宙 膨胀 而 增加 的 . 还 有 一 种 
新 的 宇宙 结局 的 可 能 性 “ Big Rip". 哈 勃 膨胀 只 是 星系 退行 ,作为 引力 束缚 体 的 星 
系 本 身 是 并 不 膨胀 的 . 然而 Phantom 导致 的 “Big Rip” 却 可 以 将 星系 恒星 行星 等 
引力 束缚 体 全 部 据 裂 . 


4. Quintom 


Quintessence 和 Phantom 虽然 可 以 分 别 实现 w> -1 和 w< -1, 但 是 却 不 能 实 
现 w 穿越 -1. 为 了 解决 这 个 问题 Quintom 被 提 了 出 来 . 


> 242° 第 6 章 黑洞 的 量子 效 


lE 


Quintom 实际 是 由 Quintessence 和 Phantom 两 场 构 成 的 . 它 的 拉 氏 量 是 
re eg) de e d tb 
Z = mi 7 9.0.9 ob, + z Obed 中 -T 了 (中 ,中 ) |, (6. 7.39) 
它 的 物 态 方程 参数 . 


$i RE bs (中 ,中 ) 


(6. 7. 40) 


i + $: + 了 (中 ,中 ) 
可 见 Quintom 可 以 实现 物 态 方程 参数 w 穿 过 - 1. 


XS 


6.8 RNA 黑洞 的 量子 化 


引力 场 的 正则 量子 化 方法 首先 由 Arnowittt, Deser 和 Misner ( ADM) 提出 ,由 
Dirac 所 发 展 . 正则 量子 化 的 步骤 是 :首先 对 时 空 做 (3 +1) 分 解 , 即 M = ROD’ ,> 
为 某 个 类 空 超 曲面 . 然后 把 经 典 理论 改写 成 哈密 顿 形式 , d HH 1E DU] Heu t. 选择 一 
个 类 空 超 曲面 ,把 正则 共 罗 量 当做 算 符 ,它们 满足 基本 的 对 易 ( 反 对 易 ) 关系 一 一 
量子 化 条 件 . 对 经 典 作用 量变 分 时 ,可 得 到 两 个 约束 ,哈密 顿 约 束 和 动量 约束 ,量子 
化 后 ,可 得 到 Wheeler-De Witt 方程 和 动量 约束 方程 . 

在 半 经 典 近 似 下 ,哈密 顿 约束 方程 或 WD 方程 是 量子 几何 动力 学 中 的 基本 方 
程 , 它 的 地 位 就 像 量子 力学 中 的 Schrödinger 方程 . WD 方程 是 一 个 在 超 空 间 上 具有 
De Witt 超度 规 的 二 阶 泛 函 双 曲 方程 ,一 般 情况 下 很 难 求解 . 对 于 一 些 具有 特殊 对 
称 性 的 时 空 ,我 们 可 以 将 WD 方程 由 无 穷 维 化 成 有 限 维 ,从 而 变 得 易于 求解 . 这 种 
方法 称 为 小 超 空 间 近 似 或 小 超 空间 模型 . 至 今 ,人 们 已 经 对 球 对 称 时 空 情况 下 的 
WD 方程 进行 了 广泛 的 研究 . 

Kuchar 研究 了 史 瓦 西 黑洞 的 几何 动力 学 ,发 现 黑洞 的 质量 应 被 看 成 相 空 间 的 
动力 学 变量 . Nakamura 等 应 用 正则 量子 化 方法 于 史 瓦 西 黑 洞 的 视界 内 部 ,并 且 引 
A Kuchar 提出 的 作为 动力 学 变量 的 黑洞 质量 函数 ,得 到 了 WD 方程 的 严格 解 . BE 
后 ,de Broglie-Bohm 解释 被 引入 了 史 瓦 西 黑 洞 和 Reissner-Nordstróm 黑洞 的 研究 . 

在 量子 理论 中 ,有 两 种 著名 的 对 波 函 数 的 解释 . 一 种 是 Copenhagen 解释 , 另 一 
种 就 是 de Broglie-Bohm( dBB) 解释 . Copenhagen 解释 就 是 人 们 最 为 熟悉 的 波 函 数 
概率 解释 . dBB 解释 则 引入 一 个 非常 类 似 于 WKB 方案 的 时 间 , 用 波 函 数 “ 经 典 化 ” 
地 定义 一 个 量子 轨道 或 称 dBB 轨道 . 在 量子 效应 可 以 忽略 的 地 方 ,量子 轨道 自然 
与 经 典 轨道 一 致 . 通过 这 样 的 处 理 , 对 于 一 个 量子 动力 学 系统 ,我 们 能 够 得 到 它 的 
量子 演化 情况 .在 dBB 解释 中 ,量子 效应 是 由 一 个 叫 量子 势 的 物理 量 来 描述 的 , 它 
定义 为 波 函 数据 幅 的 2 阶 微分 . 当量 子 势 很 小 可 以 忽略 时 ,量子 演化 就 回 到 了 经 典 
情形 . dBB 解释 在 量子 宇宙 学 的 研究 中 也 得 到 了 广泛 的 应 用 . 
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在 本 节 和 下 一 节 , 我 们 将 对 三 类 黑洞 时 空 ,进行 正则 量子 化 ,并 给 出 dBB 
解释 . 
具有 电荷 和 宙 常 数 (RNA) 黑洞 的 度 规 为 
ds =-4d «A dr +r (dẹ +d), 


2 
ds Dag 2m 40 
3 Tr Tr J 


其 中 m, QUIA 分 别 是 黑洞 的 质量 .电荷 和 宇宙 常数 . 这 里 我 们 把 =0 和 o =20 
及 y -0 fil y =2 认同 .因此 度 规 (6. 8.1) 描 写 一 个 具有 环 拓扑 的 时 空 
在 事件 视界 以 内 , 度 规 分 量 es LOS YE BO TÉ. g,, 成 为 负 的 ,时 空 坐标 发 生 互 换 . 为 
明显 起 见 , 作 变量 替换 . 


(6.8.1) 


t>R, rot. (6.8.2) 


这 样 黑洞 内 部 的 度 规 可 表示 为 


dix yr 2m E Lag 
aT aT | 
PAP am a dR +T ide +d’). (6.8.3) 
假定 量子 化 后 的 度 规 具有 如 下 形式 ， 
deus a Oar + U(T)dR’ + V(T) (de? + dy’), (6.8.4) 
其 中 变量 T 和 RR 的 范围 为 T>0, -% <R<%. 相 应 的 引力 场 作用 量 为 


= Ai 


$, = ics l-g R 


2V Ue 


1 
[aTaRdgay 


+4 VUaV - 4 VaUV +4VUVa — V Ua) 


7 [ar| - | (6.8. 5) 


Fira. ”表示 对 了 求 导 . 系统 的 “体积 "wm =[° dR 视 为 有 限 的 .“R 是 4 HEM 


量 曲 率 . 
物质 场 的 作用 量 为 


ee, ae aa aa T r BaQ? 
SEE l-gLE,F"-21] = rake mr CAM. (6.8.6) 


其 中 Ff, 是 电磁 场 张 量 . 由 方程 (6.8.5) 和 (6. 8.6) 可 得 系统 的 拉 氏 量 为 
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TVo 1| UV | 8aQ | 
Pz -Ho A ; 6.8.7 
4 “| uy + oY zr een ( ) 
容易 验证 度 规 的 经 典 解 . 
wes fie | Ir-R], v-r (6.8.8) 
mT nT? 
满足 拉 氏 方程 : 
d A ôL 
dT gU) aU” 
d|oL| 9L. 
dT ay) oV ^" 
d|àL| _ ab _ 
aia n 0. (6.8.9) 
这 说 明 我 们 的 拉 氏 量 是 合理 的 . 
对 作用 量 做 如 下 变量 代 换 从 变量 U,V 到 变量 z, yz 
z2U MV, z= V, (6. 8. 10) 
拉 氏 量变 为 如 下 简单 对 称 的 形式 . 
je a yng ee (6.8.11) 
4 a Tz. 
其 中 z, ,z_ 作为 循环 坐标 出 现 . 由 拉 氏 量 可 得 与 z, ,z_ Allo Egg BS IE Du] 7 t 
— ôL Too， 
gzs aż, aor? 
_ OL To . 
ES 0 Oat? 
eee (6.8. 12) 
0a 


很 明显 ,变量 a oe BI ESTER ew CE EA, FA EE EY TE SE 2] tee Oy 3A — 1-9] 
级 约束 ,于 是 有 


H = a 2 aq. VU a : (6. 8. 13) 
“To 2 
从 初级 约束 (7。=0) 可 得 Hamiltonian HR H 20. 5| AJ EE ER 
M = E edis + mol e. (6. 8. 14) 
T Uo 6 Tz. 
对 应 的 Poisson 括号 弱 等 于 零 ; 
[H,M] =- m +H 0. (6. 8. 15) 
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因此 ,哈密 顿 石和 质量 函数 算 符 M 具有 相同 的 本 征 态 . 
在 Schródinger 表象 中 ,正则 动量 量子 化 为 
m cnp eid (6. 8.16) 


1 QT. 
Oz, Oz 


这 样 哈密 顿 约束 给 出 WD 方程 ,质量 函数 给 出 男 一 个 本 征 态 方程 


HY(z,,z ) = al A ge oe Aue E -0, (6.8.17) 
M 2 zi 
MY 三 | 2 Z4 T. l V Y = Dy ( 6. 8.18) 
t TT Uo 6 Tz. T 


其 中 ma 是 质量 函数 本 征 值 . 这 与 史 瓦 西 情况 不 同 . 
直接 求解 WD 方程 和 质量 本 征 方程 非常 困难 ,为 此 我 们 首先 考虑 哈密 顿 算 符 
和 质量 算 符 的 线性 组 合 


| DE TEMPI 
TVo 以 & m 
2 ) 2 ) 
nd -4 VL oed lem o9 eae ie (6.8.19) 
Tz. J T Tz. 3 J 


很 明显 HA,M -m 和 二 具有 相同 的 本 征 态 .为 了 求解 波动 方程 ,进一步 做 变量 代 换 
2m | 40 1、， 


X = TV | Big / = "ER 3 Az.|, 
y = TH | zd on md x: (6. 8. 20) 
从 本 征 方 程 DV (x,y) 20 可 知 本 征 波 函数 可 写 为 
P(x,y) = Vy). (6. 8.21) 
这 样 方程 (6. 8. 17) 和 (6. 8. 18) 都 被 简化 为 
CPO? pled y= 6, (6. 8.22) 
dy y dy 
这 是 零 阶 Bessel 微分 方程 . 由 此 我 们 得 到 哈密 顿 和 质量 算 符 的 本 征 函 数 : 
V(y) = cH, (y), (6.8.23) 


其 中 e 是 一 个 积分 常数 ,有 ”是 零 阶 第 二 类 Hankel 函数 . 第 一 类 Hankel 函数 或 第 
一 类 Hankel 函数 与 第 二 类 Hankel 函数 的 组 合 不 满足 经 典 解 . 故 只 取 第 二 类 Han- 
kel 函数 Hy. 
根据 de Broglie-Bohm ( dBB ) ff FE , FE lc PR CA WA 
V(z,,z) = R(z,z)e ^77 (6. 8.24) 
把 方程 (6. 8. 24) 代 入 方程 (6. 8. 17) 和 (6. 8. 18) ,得 
2 a aS "wh, > WQ 
s 入 DES S 


TVo Oz, Oz. 2 $t z 


V, =0, 


. 246- 第 6 章 黑洞 的 量子 效应 


Pa 9) gS|-o 
ET Oz.) Oz gz í 
, » ; ' 
ix S aL. ais A Lp ed. 
T Uo ` Oz, T TZ / 
EA S 
PRESS 2] - 0, (6.8.25) 
其 中 v, 表示 量子 势 ,M, 表示 对 质量 函数 的 量子 效应 ,它们 定义 为 
3 ue 2 9| aR) 
D M, =- .8.2 
v, mv R dz, Oz. ‘ m R dz." az, oreo) 
同样 , 算 符 五 的 本 征 态 方 程 可 以 写 为 
là 4Q' ae | 2m 40 1,5 | aR _ 9 
U Tz. “az, | T Tz 3 ^ J Oz í 
E 4Q le | em. 409 Veg 9 20. dam 
Tz. Oz. T Tz. 3 J Oz. 


dBB 解释 假定 量子 轨道 "n (T) =z. (DAZ. (T) 2z (T) Re. 黑洞 量子 几何 
的 动量 假定 为 


mn P e €— 
2a Oz. 
T 

人 (6.8.28) 
2a Oz. 


把 方程 (6. 8. 27) 代 入 方程 (6. 8. 25) ,得 


i Tito € dS 
Z- = 一 dy 
| 2al 4Q x dS 
im TVo Tz. M 2 dy’ 
| 0. 2 2wQ' | | dS) 
ee ws 
2 Nae zs b dy’ 
pem mE dE (6.8.29) 
T TZ - dy? 
从 方程 组 (6. 8.27) 的 最 后 一 个 方程 可 得 
ds 2 
= : : 6. 8.30 
dy myl Ho (y) 1” i l 
进一步 得 到 UV 的 关系 
U =- es ay (6.8.31) 


现在 我 们 得 到 该 时 空 的 量子 解 
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dct | 2 XN C NT Sa rae 
ds = | m 3^V| ar 
| 2m LAO 1, scs 2 2 
«| p PAV dR + V(T)(de +d). (6.8.32) 
换 回 到 原来 的 变量 , 即 Tr, R4 oe 
ee 2m 4Q° TS | 
a | yen eV d 
[ 2m 4Q° 1 led ; 2 
+ 7 Wo MET a MON dr + V(r)(de +d), 
(6. 8.33) 
其 中 V(r) 和 7 的 关系 为 
r = EA H (Z) 12d V, (6.8.34) 
这 里 Z 定义 为 
à 2m 4g T 
Z = mo| — z M^ (6. 8.35) 


T V 
需要 指出 的 是 ,为 了 使 方程 (6. 8. 33) 在 经 典 情况 Zoo , Bl V(r) =r 下 , 回 到 方程 
(6.8. 1) ,我 们 必须 有 关系 a =1. 因 此 dBB 轨 迹 不 依赖 于 规范 的 先 先 择 . 当 Z 一 0 , 即 


在 事件 视界 附近 的 时 候 ,我 们 有 V, oo mi Voe. 文 说 明 视 界 附 近 的 量子 效应 
是 非常 显著 的 . Zoe 时 ,方程 (6.8.32) 回 到 方程 (6. 8. 1). 


下 面 讨论 热效应 . 
我 们 从 一 般 球 对 称 时 空 的 度 规 
ds -- u(r)dt +u(r) dr + v(r) dQ; (6. 8. 36) 
出 发 ,考虑 该 背景 时 空 的 Klein-Gordon 方程 
1 (6. 8. 37) 
u ot v Or. dr’ 0 oy 
引入 乌龟 坐标 : 
1 
Ts = r+ 5 In(r ra), (6. 8. 38) 


其 中 k 和 分别 是 黑洞 的 表面 重力 和 视界 半径 ,rs 由 事件 视界 方程 v(r) =0 确 
E. 对 波 函 数 分 离 变 量 @@=F(i,r)G( 汕 ,中 ) ,方程 (6. 8. 37 ) 在 视界 附近 应 化 为 标准 
的 波动 方程 


ee SO, (6. 8. 39) 
因此 ,我 们 有 
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. 1 
limu — =l 6. 8. 40 
on l Mb PEN, ( ) 
从 方程 (6. 8. 40) 可 得 表面 重力 
1 du 
K = 2. drm ( 6. 8.41) 
进一步 得 到 Hawking 温度 
T = i Ss (6. 8.42) 
对 于 经 典 情况 , 即 当 Zo 时 ,我 们 有 
= 1 " | m 4Q° 1 2), T. (2) 2 
Iz (mV, nV 4^ Jj" 2 Z|B (Z) | Te 
- L. | m E lay |. (6. 8.43) 
对 于 量子 情况 ,我 们 有 
1 m 4 2 1 2 T 
nS 2n. | mV, m 3 AV | v Z|H (Z) |? lana 
1 Í 4Q 1 | 


其 中 V, 由 视界 方程 Z=moo[2mX(m Va) -AQ/(mVo) € AV,/3] =0 确定 . 值得 
指出 ,由 于 当 2 =0 IN, Hawking 温度 趋 于 发 散 ,可 以 在 视界 附近 取 一 个 截断 因 e = 
m/ (4v, ). XE v, S [o dR 是 系统 的 “体积 ”, 它 被 视 为 是 有 限 的 . 如 果 体 积 w 足够 
大 ,那么 截断 因子 e 将 具有 Plank 尺度 的 量 级 . 特别 是 当 w = m/4 时 ,截断 因子 只 
有 一 个 Plank 尺度 . 

总 之 ,通过 解 拉 氏 方 程 的 办 法 我 们 首先 验证 了 所 取 拉 氏 量 的 合理 性 . 对 波 函 数 
运用 dBB 解释 ,我 们 得 到 了 类 环 黑洞 的 量子 解 形式 . 通过 对 量子 势 的 分 析 ,我们 知 
道 视 界 附近 的 量子 效应 是 非常 显著 的 . 为 了 避免 Hawking 温度 的 发 散 , 我 们 建议 在 
视界 附近 引入 一 个 截断 因子 .我 们 认为 ,对 于 经 典 黑 洞 ,视界 稳定 地 处 于 z =0 Ab. 
对 于 量子 黑洞 ,由 于 视界 附近 的 真空 涨 落 ,视界 位 置 变 得 不 确定 ;如 果 仍 然 认为 视 
界 在 z=0 处 ,那么 与 之 对 应 的 某 一 个 物理 量 必然 是 发 散 的 . 


6.9 宇宙 弦 黑 洞 的 量子 化 


众所周知 ,早期 宇宙 的 相 变 会 产生 许多 拓扑 缺陷 ,例如 :宇宙 弦 , 整 体 单 极 子 ， 
ERE SC BE. 拓扑 缺陷 的 类 型 依赖 于 真空 流 形 u 的 拓扑 . Barriola 和 Vilenkin 得 到 
T Einstein 方程 的 一 个 近似 解 , 该 解 描写 一 个 具有 整体 单 极 子 的 黑洞 . 这 样 一 个 黑 


69 apost SE 


ili] AY VA XE F TH A5] d — 7 58. EG VS 2T] 4p 3E — P I I X 25 YP, Mukunda 和 
Vilenkin 得 到 了 一 个 包含 宇宙 弱 的 真空 解 . 该 时 空 具 有 一 个 锥 形 的 拓扑 . 本 节 我 们 
对 具有 整体 单 极 子 和 宇宙 弱 这 两 类 拓扑 缺陷 的 时 空 同 时 进行 量子 化 ,并 用 dBB fif 
释 求 得 其 量子 化 解 . 


包含 一 个 整体 单 极 子 的 黑洞 解 为 
a f A 
ds’ = 1 srn ad |a” + | ] - Sw Ex EM dr” 
[ rs | ré. 
+r dQ, (6.9.1) 


其 中 M' 是 黑洞 的 质量 ,mn 是 对 称 破 缺 的 尺度 . 对 典型 的 大 统一 尺度 m ~ 10 Gev, R 
WE Sam «1. 如 果 我 们 进行 变量 代 换 
t= 18m) ver = (1 dan )?r,M' 
ST mi (6.9.2) 

则 方程 (6. 9. 1) 成 为 

dy 2 | 1 mgr + i ES t(1-8m-w)rd(. (6.9.3) 
从 方程 (6.9.3) 很 明显 看 出 ,围绕 整体 单 极 子 的 空间 少 了 一 部 分 立体 角 , 换 言 之 ， 
该 时 空 具有 了 拓扑 缺陷 . 

另 一 方面 ,包含 宇宙 弦 的 黑洞 解 为 

E -2m|ar "ES 


2 TT 
ds hud dr + r (d0 
pt 


+b sin bd ). (6.9.4) 
这 是 一 个 具有 宇宙 弦 的 质量 为 m. 的 黑洞 解 . 该 解 具有 锥 形 的 空间 . 其 中 5=1 -4y, 
凡是 单位 弱 场 的 质量 . 
现在 我 们 把 方程 (6. 9. 3) 和 方程 (6. 9. 4) 改写 为 如 下 形式 : 
= en) i 


2 


ds a) Bee ae ae dr +ar (do 
| i | 
+b sinéde ). (6.9.5) 
其 中 a= 1-89n ,b=1 Ma=1,b=1 -4u 2: 5 DFE (6.9.3) 和 方程 
(6.9.4). 
为 了 进行 时 空 量子 化 , 作 变 量 替 换 


LR, r-— T. (6.9.6) 
则 方程 (6. 9. 5) 成 为 


dea |i ~ 2m) aR +i se age +a T (dg 
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+b singdp ). (6.9.7) 
假定 量子 化 后 的 度 规 具有 如 下 形式 : 
2 29 CF) 2 2 E 2 
ds = UCT) dT + U(T)dR. +V(T)(d@ +b sin Ode), (6.9.8) 


则 相应 的 引力 场 作用 量 为 


lfa | 
| 4— 8 R 


1 | 1 ps 
— [arandede I= g ——(2 - 2V Ua 
TA Rdéde l- ga V Ua - 2V Ua 


+4 VUaV - AVaUV + AVUVa — V Ua + 4a V) 


vo 工 UV) | 
e Jar| -H wv + 2] +20], (6.9.9) 


其 中 *。" 表 示 对 7 求 导 . 系统 的 “体积 "mw = f AR 被 视 为 是 有 限 的 
能 产生 整体 单 极 子 的 最 简单 的 作用 量 模型 为 
1 f | RE m 2.2 
8. = ieu] ds Fa lasse -4AG =) |, (6.9.10) 
其 中 由 "是 三 分 量 标量 场 ,a = 1,2 3. 该 模型 具有 整体 0(3) 对 称 性 , 它 可 以 自发 破 


GR UCL) MERE. 描写 单 极 子 的 场 位 形 为 $g = wy(r)x DX Bx x =r .x 是 
Cartesian 坐标 . 同样 ,进行 变量 代 换 rr Tt RTI EM 


Vo l2 Af 1 2 | 2 
Sn = —|dT . 6.9.11 
glata gf + NF D ja ( ) 


由 方程 (6. 9. 9) 和 方程 (6. 9. 11 ) 我 们 得 到 该 时 空 的 拉 氏 量 . 


_ Yo pK MT UV | Beso, ma aV 2 aV. 2 2.4 
L=7 L Uv e PU 22 + dan kopf e rco 
(6.9. 12) 
考虑 到 8mm <1 ,可 以 证 明 经 典 解 : 
aed. oc d mI, poco f~ (6. 9. 13) 
满足 拉 格 朗 日 方程 组 . 
d[3àL| 3L _ 
dT ot) oU ^" 
a ee 
dT: əv! V g 
d| oL ab 0, 
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af 8b òL 
dT. dn dat” 
这 说 明 所 求 拉 氏 量 是 合理 的 . 


(6. 9. 


14) 


方程 (6.9. 13) 表 明 单 极 子 的 场 位 形 为 ^ = mw Vr. 所 以 系统 的 拉 氏 量 为 下 面 


简单 的 形式 : 


Vo 


L = | L gya T) 


+ 2a]. 


4 


在 方程 (6. 9. 12) 中 我 们 考虑 了 关系 Am <2. 把 变量 从 U,V ÆR] z, z 


z=UW, z= VV, 
拉 氏 量 可 写 为 对 称 的 形式 : 


L = 一 | 一 
4 a i -2aq|, 
HEP z, ,z- 做 为 循环 坐标 出 现 ,与 z, ,z- All o HRS TE DU] zi 
=L __” 
EN 5a …， 
=L __” 
| i 2a ' 
= 
“da — 
系统 的 哈密 顿 可 写 为 
2 Vo 
H =- “m, Tm + 一 |. 
a Pai T. 2 


从 初级 约束 (7。 =0) 我 们 可 得 BWAR H=0. 同样 引入 质量 函数 
M 2 Ze 
= Fau Z, Wp t 2" 
质量 函数 与 哈密 顿 的 Poisson 括号 弱 等 于 零 ， 


因此 五 和 收 具 有 相同 的 本 征 态 . 
在 Schrodinger 表象 中 ,正则 动量 被 量子 化 为 

i 0 ^ . 9 

ape ,T. 三 一 1 

a., 8. 
这 样 哈密 顿 约束 给 出 WD 方程 ,质量 函数 给 出 另 一 个 方程 . 

H(z, i.) 二 7 T. T. ee y = 0, 
b tue 2! 


(6. 9. 


(6. 9. 


(6. 9. 


(6. 9. 


(6. 9. 


(6. 9. 


(6. 9. 


(6. 9. 


(6. 9. 


15) 


16) 


17) 


18) 


19) 


20) 


21) 


22) 


23) 
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My(z,,z-) = 
值得 指出 ,这 里 质量 的 本 征 值 是 am. 


PN & ou 
TZ T. Zn = amb. 
~ Vo PUN 


(6.9.24) 


直接 求解 WD 方程 和 质量 本 征 方程 较 复杂 ,为 此 ,我 们 首先 考虑 哈密 顿 算 符 和 


质量 算 符 的 线性 组 合 
L=- 2i Lr, z, Hm. (M - am) 


zu T,- (z_- 2am) 7]. 


AR BI GL HM -am 和 上 具有 相同 的 本 征 态 . 进一步 做 变量 代 换 


|- z, (z-- 2am), 


X = v {= z, /(z. - 2am) ,y = v 
可 从 本 征 方 程 (x,y) =0, 得 到 本 征 波 函数 
x,y) = Wy). 
这 样 方程 (6. 9. 23) 和 方程 (6. 9. 24) 都 化 为 相同 的 形式 
dv) 工业 yy 20, 


dy y dy 
XC EAE [fr Bessel 微分 方程 . 由 此 可 得 哈密 顿 和 质量 算 符 的 共同 本 征 态 
(y) = cH (y), 


其 中 c JdR—4 UTOR HS ERNE Hankel 函数 . 
根据 de Broglie-Bohm ( dBB ) f f& , VK PR TN 
V(z.,z.) = R(z. cer cd 


容易 得 到 
2 09 oS Uo 
Vo Oz, Oz. 2 a 
EAS aS | al re as | = 0， 
oz Oz. 
2 1 
PES 2 (z.-2am) +M, = 0, 
2] R, 的 | -0， 
Oz, [E 
EP, V, 表示 量子 势 ,M, 表示 对 质量 函数 的 量子 修正 . 它们 定义 为 
2 oR 2 əf oR 
4 = M, 一 | 
V. voR dz, dz.” * vR Oz. . a Oz, - 
同样 , C BS) ZI E Zr FET S A 
Z, DR (z. - 2am) D uz 0, 
Oz, Oz. 


(6. 9. 25) 


(6. 9. 26) 


(6.9.27) 


(6. 9. 28) 


(6. 9. 29) 


(6. 9.30) 


(6. 9.31) 


(6. 9. 32) 
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Za oe (z. 2am) 5 99 = 0. (6. 9.33) 
an 


dBB 解释 假定 量子 轨迹 由 Z, (T) =z, T" usce CT) 确定 . 黑洞 量子 几何 
的 动量 假定 为 


人 + 三 一 zZ- $i Z Z 
m = (6.9. 34) 
其 中 速度 由 经 典 条 件 a = 1 决定 . 经 过 简单 的 代 换 ,我们 得 到 
Z.- a S 2» 
TU Z, | Ho (y) | 
ee — T 
Tv (Z.-2am)Z. |H (y)| 
_ Vo 4 E a 
V, 一 2 1 T y | i (y) =| , 
M, - 一 (Z- - 2am)V,. (6.9.35) 
从 方程 组 (6. 9. 35) 的 前 两 个 方程 可 得 
5=-|1- 血 | (6.9.36) 
lv: 
这 样 我 们 就 得 到 了 该 时 空 的 量子 化 解 : 
d=-|1- 2an «r2 zum a Pa 4b sin do’), 
WOT)? 
(6.9.37) 
回 到 以 前 的 变量 , 即 Tr Ror ,我 们 有 
EMEN EE pie E ae 
V(r)! Ver)? 
+ V(r)(d@ +b sin Ode), (6. 9. 38) 
其 中 V(r) 和 7 的 关系 为 
r = | zzz |n (2) Pa v, (6.9.39) 


Hp ZEAN Z =w( V -2am). 
当 Z-0, 即 事件 视界 附近 时 ,我 们 有 V, >o Se .可见 视 界 附 近 的 量子 


效应 是 非常 显著 的 , 当 Ze , 即 平 直 区 域 ,我 人 有 = - 20 2) 0 和 和 ”= 
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4 天 1 ,这 与 史 瓦 西 情 况 不同 . 之 所 以 出 现 这 种 不 同 ,这 是 因为 黑洞 携带 单 极 子 , 空 
间 出 现 了 拓扑 缺陷 的 缘故 . 
采用 与 上 一 节 完 全 类 似 的 方法 ,可 得 经 典 黑 洞 的 温度 为 


T, - 


(6.9. 40) 


8am 


FS BU d BE Oy 


lg 
li 


1 2 1 1 
T, = EN "——— .9.41 
1 8mm m Z| HO (Z) |? Z—m/4 dcm (6.9 ) 


对 于 量子 黑洞 ,为 避免 发 散 ,我 们 同样 在 视界 附近 引入 了 截断 因子 s = 


6.10 Quintessence 黑洞 的 量子 化 


Quintessence 黑洞 的 度 规 


本 闻 利 用 约 化 相 空 语 量 子 化 方法 讨论 被 Quintessence 所 包围 的 静态 球 对 称 黑 
洞 的 视界 面积 量子 化 ,得 到 面积 谱 . 

Quintessence 是 讨论 得 最 多 的 上 暗 能 量 候 选 者 , 它 的 状态 方程 参数 -1 <w < - 
1/3. 在 静态 球 对 称 情况 下 ,可 将 能 量 动量 张 量 的 各 分 量 写 为 如 下 形式 : 


t 


T, =A(r), 
T/ =0, 
Ti = cO MET 4B. (6. 10. 1) 


对 角度 进行 平均 后 可 得 


(Ti) SDP) Oe 


D(r) == 4CG)r + BC). (6. 10. 2) 
球 对 称 静 态 时 空 的 度 规 可 以 写 为 
ds = edt -e'dr -r (dë +sin Odd ), (6. 10. 3) 
其 中 v=v(r) 和 N=N(7) 都 是 7 的 函数 . 爱 因 斯 坦 场 方程 具体 化 为 
27' =_e "ll Ais. (6. 10. 4) 
r r r 
opta igo y We) uds (6.10. 5) 
r r- r 
o 3 md exl : pe TES NO "ANA 
2T, 2 2T$ = 29 ee me (6. 10. 6) 


这 里 搬 号 表示 对 > 求 导 . Quintessence 能 动 张 量 的 一 般 表 达 式 可 以 写 为 
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T, = Cr), (6. 10. 7) 


J 


pe |. (6. 10. 8) 


Ti = p, (r)a| - (1 +3B) 


Fi 
rT 


从 上 式 可 以 看 出 ,空间 部 分 和 时 间 部 分 是 成 比例 的 ,比例 系数 与 一 个 参数 BAK. 
空间 是 各 向 同性 的 ,对 角度 求 平 均 可 得 


(Ti) =- p,(r) 35i = - p,(r)81. (6. 10. 9) 
由 此 可 以 得 到 
Pa T WPa, 
E La. (6. 10. 10) 
假设 Quintessence 的 能 动 张 量 满足 线性 又 加 条 件 , 则 
T! = TI) +v =0, (6.10.11) 
做 一 个 替换 


和 N=-ln(l +/), 
即 可 得 到 了 的 线性 微分 方程 组 : 


pug -- ien. (6. 10. 12) 
o = To =- (2 +1"). (6. 10. 13) 
ERR PASC VERI] f£ B5 PE Be HE ZT By J E IE s E A EY I : 
> NACL S eT aca we (6. 10. 14) 
RPE WIL PE RT EA ZA Hy FRE RE zo RR A C 
ou 6. 10. 15 
3c (6.10. 15) 
由 此 可 得 
Ty (6. 10. 16) 
ee eu gj Gw, +q). (6. 10. 17) 
tH (6. 10. 12) ~ (6. 10. 13) ,(6. 10. 16) ~ (6.10.17) s& n] dl 
(3w, +1)f+3(1 +w,)rf +rf" 2 0, (6. 10. 18) 
它 的 通 解 为 
fzi-—- n (6.10. 19) 


XX HE r Mr, 是 归 一 化 常数 . 令 m 22M 我 们 得 到 被 Quintessence 包围 的 黑洞 的 度 规 


E 
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r (dO + sin bd 中 ), 


(6. 10. 20) 
约 化 相 空间 量子 化 

我 们 将 黑洞 的 一 些 参量 ,例如 质量 W ,电荷 0 作为 系统 的 广义 坐标 , 相 空 间 即 

由 这 些 变量 和 它们 的 共 斩 动量 构成 . 约 化 作用 量具 有 如 下 形式 ， 
ie fal y 5Z- HZ.) |. (6.10.21) 
例如 对 史 瓦 希 黑洞 来 说 ,M 和 Pu EAS HIB WL J^ SA RE EE. 在 这 
里 ,哈密 顿 量 H CZ.) 的 具体 表达 式 并 不 重要 . 接 下 来 需要 找到 一 个 变换 (1 Pu) > 
(XI) ,并 将 视界 面积 表 为 4 ~ HOC + TE) 运用 标准 的 量子 化 方法 我 们 就 可 


得 到 面积 谱 4, =a| n+ 二 | ,这 里 a 的 单位 是 普 朗 克 长 度 的 平方 


下 面 我 们 利用 约 化 相 空 间 量 子 化 方法 来 求 得 (6. 50. 20 ) 式 所 描述 的 黑洞 的 视 
界面 积 谱 . 该 黑洞 的 视界 半径 r 由 下 式 决 定 . 


3w +l 


2M epu 
1 wd = 0. (6. 10. 22) 
在 视界 处 ,黑洞 的 质量 M. 可 表示 为 
1 To 
odium =| +r (6. 10. 23) 
2 L TA 
视界 处 的 表面 引力 为 
, To EE (1 + 3w) 
s REM (6. 10.24) 
2 T, 7 T, 
该 黑洞 的 视界 面积 > 
A, = Am(n)', (6.10.25) 
因此 有 
dM = ~dA,. (6. 10.26) 
87 


下 面 我 们 做 一 个 变换 ; 
X= JB(M)cos(kP,), (6.10.27) 
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Il, = JB(M)sin(kP,), (6.10.28) 
这 里 BC M) SE M A —A b PRR. 
对 工 变 分 得 


8X = — 1l cos(kP,) B'8M - [B(M)sin( P) (kbP, + Pyk'SM), 
2 BM) 
(6.10.29) 
这 里 ， 
dB 
Rea 10. 
ae (6.10.30) 
» _ dk 
EL (6.10.31) 


通过 上 面 的 计算 ,我 们 可 以 得 到 
P,8M - ISX = NSP, + SM, (6.10.32) 


m = Bsin (kP,y)k, (6. 10. 33) 
m = Pu - 3B'sin( KP, )cos( kPy) + Bsin (KPy)kPyk’. (6.10.34) 


Tj (M Py) ^ CX, IL) R28 568 TE IU] 2530 F9 2 f 


om on 
wie WE (6. 10. 35) 
直接 计算 可 得 
0 
ay 7 B’sin (Pw) + Bin’ (KPy)K' 
+ 2Bsin( KP, )cos( KP, ) Pukk', (6. 10. 36) 
0 
s 1 = 3B'cos (KPu) K 7 -B'sin («Py ) + Bsin' (Py) x' 
+ 2Bsin( kPy ) cos( kPy ) Pukk’. (6. 10. 37) 
比较 (6. 10. 35) , (6. 10. 36) , (6. 10. 37) X n] f 
1 -3B'k zü; (6. 10.38) 
将 (6. 10. 38) 与 (6. 10. 26) 式 比较 又 可 得 到 
A, ; j 
— =B=X «Il. (6. 10. 39) 
4T 


我 们 注意 到 , (6. 10. 39) 式 与 简 谐 振子 的 哈密 顿 量 非常 相似 ,按照 标准 的 量子 化 手 
续 ,就 可 得 到 视界 面积 的 分 立 谱 . 
首先 将 ,I 算 符 化 : 
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XX, (6. 10. 40) 
^ . à 

定义 升 算 符 

a = Za - ill;), (6. 10. 42) 
VETERE 

d co alius (6. 10. 43) 

2 
粒 了 数 算 符 
Neg a; (6. 10. 44) 

B(M) 可 分 解 为 

B(M) = 2N +1. (6. 10. 45) 


N 的 本 征 值 为 n, 因 而 可 知 B 的 本 征 值 为 2n+1. 将 其 代入 (6.10.39) 即 可 得 
1 
A, = 87(n +)， n 20,1,2, °°, 


恢复 自然 常数 有 
lA 
A, = Sn(n * 7)! n 20,1,2,-. (6. 10. 46) 
此 即 Quintessence 黑洞 的 视界 面积 谱 . 
暗 能 量 的 影响 体现 在 引力 半径 不 同 [ 见 (6.10. 22) 式 ]. 
对 于 Schwarzshild 黑洞 ,除了 (6. 10. 46) 式 以 外 ,我 们 可 以 得 到 黑洞 的 质量 谱 . 
» A 1 142 
m = ipg" iea o (6. 10. 47) 
P m, =(G ho) ,L =Ghe ,在 自然 单位 制 中 有 m, =i. 
刘 辽 采用 Sommerfeld 作 量 量 量子 化 方法 得 到 


2 1 1 2 
m sn +z) (6. 10. 48) 
(6.10. 48) GEB] n =0 对 应 于 量子 SBH 的 基态 质量 
we UR (6. 10.49) 
2 8 


Hawking 辐射 不 会 把 量子 SBH 化 为 乌有 . 


6.11 Kerr-Newman 黑洞 的 量子 化 


本 节 讨 论 Kerr-Newman 黑洞 的 一 种 量子 力学 模型 , 它 主 要 基于 黑洞 的 无 毛 定 
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理 . 由 这 个 定理 知道 稳 态 时 空中 的 黑洞 只 由 三 个 经 典 自由 度 描述 ,它们 是 黑洞 的 
质量 M , E Q 和 7 动量 J. 因此 ,只 由 这 三 个 变量 表示 的 Kerr-Newman 解 成 为 满 
足 爱 因 斯 坦 方程 的 最 一 般 的 稳 态 黑洞 解 . 我 们 的 模型 讨论 稳 态 黑洞 时 空 的 哈密 顿 
量 , 其 中 相 空 间 由 变量 MQ, /和 它们 的 正则 动量 Pu, Po, Pj 构成 ,但 不 足 的 是 
这 些 相 空间 变量 只 描述 黑洞 时 空 的 静态 方面 .而 黑洞 视界 之 间 没 有 类 时 Killing R 
量 场 ,从 这 个 意义 上 说 ,Kerr-Newman 时 空 由 动力 学 性 质 . 所 以 我 们 设法 找到 一 组 
能 自然 描述 Kerr -Newman 时 空 动 力学 性 质 的 新 的 相 空间 坐标 ,将 它们 用 对 应 的 量 
子 力学 算 符 代替 就 得 到 了 对 应 的 哈密 顿 算 符 ,这 样 便 可 和 ADM 质量 一 起 构成 本 
征 方程 . 从 某 种 意义 上 讲 , 这 些 本 征 方程 可 看 作 黑 洞 的 薛 定 齐 方 程 . 由 此 便 可 得 
到 黑洞 的 ADM 质量 谱 面积 谱 . 电 和 荷 谱 和 角 动 量 谱 ,它们 都 是 分 立 的 (Makela， 


2001 ) . 
Einstein -Maxwell 场 的 哈密 顿 量 一 般 可 以 写成 
s = 4 fa'x [Cg R- FF") + (边界 项 ) (6.11.1) 
16a 
这 个 积分 遍及 整个 四 维 时 空 ,g 是 时 空 度 规 gw 的 行列 式 ， 
Fy = 0,A, -04， (6.11.2) 


是 电磁 场 张 量 ,4, 是 电磁 场 的 矢 势 ,“R 是 四 维 曲率 标量 . 
众所周知 ,作用 量 (6.11.1) 式 可 以 写成 


S = Si +Ss + Sis’ + Siz (6.11.3) 
其 中 
gra. fa dx qN(K,K" -K +R) (6. 11. 4a) 
X = 167 š qd ab 3 x 
T. 1 3 ie i 
gu is da a x qNF,F", (6.11.4b) 


Sis 和 $s 是 渐 近 平 直 时 空 类 空 渐 近 无 限 远 处 的 边界 项 . (6. 11.4a) 式 和 (6. 11. 
4b) 式 中 空间 积分 遍及 ;为 常数 的 类 空 超 曲 面 X, Ks 是 超 曲 面 上 外 部 曲率 张 量 , 天 
是 它 的 迹 ,N 是 时 移 函 数 ,9 是 类 空 超 曲 面 X ES EMO quf P. 

作用 量 S ”的 性 质 我 们 已 经 知道 了 ,现在 研究 (6. 11.4b) 式 的 作用 量 ST. 时 
空 度 规 可 以 写成 如 下 形式 : 


ds =- dt + qudx'dx ， (6.11.5) 
即 我 们 选择 的 是 时 轴 正 交 坐 标 系 ,Ws1,N 为 零 . EST 写成 
SP = [dt dak”, (6.11.6) 
L™ = a H CA. As -24,(8, Ao) + (9,4) (40) ] E E 


(6.11.7) 
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7” 是 弯曲 时 空中 电磁 场 的 拉 氏 量 , 点 表示 对 时 间 求 导 ， 


(35 


Fa = ð, Å, z OA, , (6. 11. 8a) 
Up opm ms (6.11.8b) 
A, Rr HE LE W oy ee 
a aL” har Q 
= = A, -04) = 7 Fos, 6.11.9 
p x dud s o) = aa Fo ( ) 
反 过 来 ,我 们 有 
A, em. + 0,Ao, (6.11.10) 
q 
其 中 
p» = qap- (6.11.11) 


将 电磁 场 的 拉 氏 量 写 成 忆 的 形式 


q 
(3) 


L” - p'A, 3 qup 'q p dos) + 3 6g F” | ， (6.11.12) 
就 得 到 
= farf qd xtp'A, - H" + ho,(0,p')], (6.11.13) 
ei | 2m q (3) (3) hab 
H = a app T Nez Fa F. (6.11.14) 


在 (6.11.13) 式 中 ,我 们 去 掉 了 | di | .dxg,(4op ) 这 项 , 它 转化 成 一 个 边界 项 . 
现在 我 们 将 时 移 和 位 移 包 含 到 我 们 的 哈密 顿 量 中 来 ,将 di 根据 下 式 变换 ，， 


dt’ = Ndi. (6.11.15) 
由 于 A。 有 变换 
AS = NM (6.11.16) 
我 们 发 现 当 位 移 为 零 而 时 移 为 一 般 值 时 ,电磁 场 的 作用 量 是 
= farf d'xtp' A, - NH” +4(ap)]. (6.11.17) 
要 包含 不 为 零 的 位 移 ,需要 一 些 技巧 . 将 dx 根据 下 式 变换 
dx" = dr + N'di, (6.11.18) 
于 是 ,4。 根据 下 式 变换 
A = A. - NA, (6.11.19) 


同时 类 空 超 曲 面 上 x = T + dt Jib A, i 
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A’, A + di, x' — N'dt) = A, +A,dt - (2,4, ) N dt — (9,N') Adi. 
Xx 
(6.11.20) 
A, 必然 根据 下 式 变换 
A’, = A, - (GAN - (8,N)A.. (6.11.21) 


将 方程 (6.11.19) 和 (6.11.21) 代 入 (6.11.17) 式 ,我 们 得 到 位 移 不 为 零 的 电磁 场 
作用 量 的 表达 式 : 


Sv = [a[d'stp'A, - NH" -NE +A,(dp")], (6.11.22) 
其 中 ,我们 定义 了 


H" =p" F,, (6.11.23) 
并 忽略 了 | di f Wd, CAN p) B 


现在 写 出 不 含 边界 项 的 整个 Einstein Maxwell 作用 量 , 引力 部 分 的 Ss” 只 是 
ADM 作用 量 : 


S£" = [dif d'x(p"q,, - NH" -= NH), (6.11.24) 
其 中 
gei so Ld Lu (6.11.25a) 
73 “PP tiem’ "i 
a (6.11.25b) 
p’ =- TE q(K" -q"K) (6.11.26) 
FEF qu FECA IE M i. 
1 
Gara == = (dada = d«Qu = Quqi) , (6.11.27) 
q 


是 Wheeler-Dewit 度 规 . 将 作用 量 (6.11.22) 和 (6.11.24) 加 起 来 ,就 得 到 Einstein - 
Maxwell YHE: 


二 faf, d'x(p"qu + pA, - NH - N'H, - A€) Mm Eom) 


其 中 

H = H + H” (6.11.29) 
是 哈密 顿 约束 ， 

H, = H + H” (6.11.30) 
是 微分 约束 ， 


€ =- ap" (6.11.31) 
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是 高 斯 约束 . 

现在 考虑 渐 近 平 直 时 空 . 对 于 这 种 时 空 ,我 们 必须 引入 某 种 边界 项 ,因为 不 能 
假设 那些 动力 学 变量 和 它们 的 正则 动量 在 渐 近 无 限 远 处 为 零 . 以 下 ,我 们 将 取 空 
间 无 限 远 处 的 渐 近 坐标 为 稍 卡 尔 坐 标 . 
首先 ,我 们 有 ADM 边界 项 


ADM 


Sas =- ja (t£) Eou (4) , (6.11.32) 


其 中 
N* (t) = lim Nt, x^), (6.11.33) 


是 渐 近 空间 无 限 远 处 的 时 移 函 数 . 


1 Oh,, oh,, p 
Bow = lim j ds (6.11.34) 


= 16m) | ax" ox” 
是 时 空 的 ADM 能 量 . (6.11.34) sth h 表 示 在 渐 近 笠 卡 尔 华 标 中 线性 化 引力 场 
的 空间 部 分 . 更 明确 地 说 ,我 们 假设 了 渐 近 类 空 无 限 远 处 的 空间 坐标 为 笛 卡 尔 坐 
bp. 在 这 个 坐标 系 中 ,时空 度 规 可 以 写成 gw T mas thu, Nw 2 diagg( 71, 1, 1,1) 
平 直 时 空 度 规 . 
ADM 边界 项 是 与 渐 近 无 限 远 处 随时 间 演 化 相关 的 . 除了 这 个 边界 项 之 外 ,还 
有 与 空间 无 限 远 处 渐 近 空 间 变换 相关 的 位 移 不 为 零 的 边界 项 . 作用 量 (6. 11. 28) 
对 yw 的 共 斩 动量 p” 变 分 得 到 


2 [di [ d'x(N.8p") T 
这 项 必须 在 无 限 远 处 去 掉 ,所 以 我 们 需要 以 下 的 边界 项 


Sz" = - à: (t) pinn (OP), (6.11.35) 
其 中 
Ni (t) = lim N,(t, x"), (6.11.36) 
是 无 限 远 处 的 位 移 . 
Piou =- lim 24P" ds, (6.11.37) 


是 时 空 的 ADM 动量 . 
到 现在 为 止 ,我 们 讨论 了 与 纯 引 力 相 关 的 项 ,包括 边界 项 . 下面 我 们 引入 与 电 
磁场 相关 的 边界 项 . 首先 将 作用 量 对 4. Meee oi P 变 分 得 到 


farf d xo, (Aodp") , 
它 必 须 在 无 限 远 处 去 掉 , 所 以 我 们 需要 的 电磁 场 边 界 项 为 
Sir 2- [a4 (QC), (6.11.38) 
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其 中 
As (t) = lim Ao(t, x^), (6.11.39) 
是 无 限 远 处 的 电势 ， 
Q =- lim ¢p,ds" (6. 11.40) 
是 时 空 电荷 . 


这 样 ,选取 适当 的 边界 项 ,我 们 得 到 整个 Einstein Maxwell 作用 量 : 
Sz = [di[|d x(p"qu, + pA. -NH - NH, - A£) 
- [acl Ne (2) Brow Ct) + Ni (piu (t) + Ad (4) Q(t) ] (6.11.41) 


于 是 ,Einstein -Maxwell 场 的 哈密 顿 量 就 可 以 写 出 
H = d'x(NH + NH, € A4) +N (t)Esvm(t) +N (t)puu(t) + Ao (t) Q(t). 


(6.11.42) 
只 有 当 满 足 经 典 约束 
H-0, (6.11.43a) 
H, = 0, (6.11.43b) 
£20 (6.11.43c) 


时 哈密 顿 量 才 只 剩 最 后 三 项 . 

前 面 我 们 看 到 ,在 渐 近 平 直 时 空中 ,根据 变 分 原理 的 要 求 ,我 们 必须 引入 某 种 
边界 项 . 作为 一 般 黑 洞 时 空 的 Kerr-Newman 时 空中 的 边界 项 尤其 有 趣 , 下面 我 们 
计算 这 个 边界 项 . 

在 Boyer -Lindquist 坐标 中 写 出 Kerr-Newman 时 空 的 线 元 


d = A- coin Bay 2asin 0(r +a - 2 do 
2 2 2 dU eu 
pc) = Bg em edu er ar 1 Xd€, (6.11.44) 
其 中 ， 
S=r +acos 0， (6. 11.45) 
A-r +a +Q -2Mr. (6.11.46) 


在 此 式 中 ,M 是 黑洞 的 ADM 质量 ,@ 是 它 的 电荷 ,a 是 单位 质量 的 角 动 量 . 为 了 计 
算 这 个 边界 项 ,我 们 必须 写 出 (6.11.44) 式 当 r 一 % 时 的 形式 . 只 考虑 前 面 几 阶 
得 到 


2M 2 2 2 


eu TI *rd0, 
r 


r 


4 72 
dp x Odea sin Ode 4 


二 1 


(6.11.47) 
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其 中 = Ma 是 黑洞 的 角 动 量 . 在 笛 卡 尔 坐 标 系 中 ,此 式 可 以 写成 


2M de a ydx)dt + 
r r 


p+ SE | cas! + dy +dz), 


= 1 
(6.11.48) 
这 里 的 > 不 是 (6.11.47) 式 中 的 r,(6.11.47) 式 中 的 > 是 Boyer-Lindquist 坐标 , 而 


(6.11.48) 式 中 的 + 等 于 | x ty +z 

现在 我 们 必须 确定 离 黑洞 无 限 远 处 的 坐标 系 . 我 们 选择 一 个 绕 笛 卡尔 坐标 系 
的 z 轴 以 极 小 的 角速度 旋转 的 坐标 系 . (我 们 必须 假设 co 极 小 ,否则 很 远 处 的 观测 
者 的 速度 将 会 超过 光速 . 更 明确 地 说 , 取 o 很 小 ,边界 项 也 是 很 好 的 近似 ,那些 在 
无 限 远 处 计算 出 的 速度 也 会 小 于 光速 . ) 因为 在 平 直 空 间 ,以 角速度 o 旋转 的 r= 
xi + yp + zk 处 的 观测 者 的 线 速度 是 


y-oxr, (6.11.49) 
TE TR FR ZR Ab AN" 代表 线 速度 的 a 分 量 , 我 们 有 
N 22,00, (6.11.50) 


其 中 e; Levi-Civita 符号 581242]. 

哪 种 坐标 系 才 会 有 这 种 位 移 呢 ? 作用 量 对 qu SESE fk p” 变 分 得 到 的 项 

2|djdexzCVap ) 1, 
在 无 限 远 处 必须 去 掉 . 如 果 位 移 按 照 (6.11. 50) 式 选择 ,我们 将 得 到 边界 项 
ST De i dio" lim $x’ p" dS, , (6.11.51) 

它 就 代替 了 (6.11.49) 式 中 的 边界 项 Sis. 

现在 我 们 就 来 计算 (6.11.51) 式 中 的 Sis. 首先 我 们 要 作 一 个 坐标 变换 ,使 得 
(6.11.48) 式 中 的 时 空 度 规 能 用 旋转 坐标 表示 的 度 规 代 替 , 然 后 用 这 种 表示 来 计 
算 边 界 项 ， 当 远 处 的 坐标 系 旋 转 得 很 慢 时 ,我 们 只 对 o 的 一 次 项 感 兴 趣 . 考虑 到 


以 度 规 表 示 的 坐标 变换 将 产生 @ 的 二 次 项 ,这 些 项 可 以 忽略 ,所 以 我 们 可 以 用 
(6.11.48) 式 中 的 度 规 来 计算 边界 项 (6.11.51). HAX o = ok, 我们 得 到 


- [do/. (6.11.52) 


我 们 仍然 必须 计算 ADM 边界 项 和 电磁 场 边界 项 (6. 11.38). 对 于 无 限 远 的 任 
意 时 移 ,Kerr-Newman 时 空 的 边界 项 是 


ADM 


CE =- jaw M. (6.11.53) 
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为 了 计算 电磁 场 边 界 项 ， 首先 回 到 Boyer -Lindquist 坐标 中 .对 于 Kerr-Newman ft 
A, 的 惟一 不 为 零 的 分 量 是 


A, -- ©, (6. 11. 54a) 
A, = Casin 8. (6.11.54b) 


AFA (6. 11.9) ,(6. 11. 19) (6. 11.21) 式 我 们 发 现 ,对 于 一 般 的 时 移 和 位 移 ,4， 
Ay Skee zt p^ 可 以 写成 


" 1 b(3) 
p iP CL Use NS PY, (6.11.55) 


从 表达 式 (6.11.55) 和 (6.11.54) 式 得 到 ,在 Boyer-Lindquist 坐标 中 p” 的 惟一 不 为 
零 的 分 量 是 p ,在 离 黑洞 很 远 的 地 方 有 


和 (6.11.56) 
4mr 


所 以 ,电磁 场 边 界 项 (6.11.38) 可 以 写成 


Sz =- [diiQ, (6.11.57) 


就 像 我 们 预期 的 , 渐 近 坐标 的 旋转 将 使 ADM 和 电磁 场 的 边界 项 有 点 改变 ,但 是 ， 
得 到 的 修正 0(w ) 可 以 忽略 . 


Kerr -Newman 时 空 的 哈密 顿 动力 学 


下 面 我 们 继续 研究 最 大 延 拓 的 Kerr -Newman 时 空 的 哈密 顿 动 力学 . 首先 ,我 
们 将 这 样 的 时 空 考虑 为 空间 和 时 间 两 部 分 . 显然 ,我 们 想 使 ;为 常数 的 类 空 超 曲 
面 尽 可 能 覆盖 时 空 的 大 部 分 . 最 大 延 拓 的 Kerr-Newman 时 空 具有 周期 性 的 几何 结 
TJ. 我 们 选择 RUF 一 个 周期 ,使 i 为 常数 的 类 空 超 曲 面 在 共 形 图 上 从 左边 的 渐 近 
无 限 远 开始 , 沿 任意 路 径 穿 过 黑洞 的 内 部 区 域 , 最 后 到 达 右 边 的 渐 近 无 限 远 ,但 是 
qudd E18 xti Boyer-Lindquist 坐标 为 

r=r =M- M -Q-a (6.11.58) 

的 内 视界 以 外 的 区 域 ,否则 ,我 们 的 超 曲面 将 不 会 是 类 空 的 . 因此 ,我 们 对 Kerr - 
Newman 时 空 的 哈密 顿 动力 学 的 研究 限制 在 这 样 一 个 区 域内 , 它 包 括 在 共 形 图 上 
左边 和 右边 的 外 部 区 域 以 及 连续 两 个 r =r 的 超 曲面 之 间 的 区 域 . 类 空 超 曲面 从 
过 去 超 曲面 > =r 开始 ,然后 穿 过 分 支点 
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TEE E t FACON 
察 者 的 世界 线 


T t=const. 


图 32 自由 下 落 观 察 者 的 世界 线 在 共 
形 图 中 是 一 条 穿 过 分 支点 的 竖 直 线 . 
观察 者 的 固有 时 等 同 于 渐 近 Minkowski 
时 间 
r=r=M+ M-Q-a (6.11.59) 
最 后 终止 于 未 来 超 曲 面 r =r-. 我 们 就 是 研究 这 个 区 域内 的 Kerr-Newman 时 空 的 
哈密 顿 动力 学 . 
首先 要 写 出 含 适当 边界 项 的 作用 量 . 可 是 现在 我 们 有 两 个 渐 近 无 限 远 ,在 这 
两 个 无 限 远 处 都 有 边界 项 ,因此 作用 量 应 该 具有 以 下 的 形式 
S= [af dix(p” out+P4 - NH - NH, - A€) 


- [del (N+ N)M + (Ap -A))0 + (9 2 )J] (6:11.60) 


其 中 上 标 带 正 和 负 的 项 分 别 代表 左边 和 右边 渐 近 无 限 处 的 量 , 和 w 是 无 限 远 
处 坐标 系 绕 z 轴 旋 转 的 角速度 ,因此 Kerr-Newman 时 空 的 总 哈密 顿 量 可 以 写成 


Is [dx(NH + NH, +A) +(N'+N )M + (A - A)Q* (o - o )J. 


(6.11.61) 

现在 的 问题 是 ,我 们 的 哈密 顿 量具 有 大 量 不 确定 的 自由 度 , 实 际 上 它 可 以 是 

类 空 超 曲 面 上 每 点 x 处 的 超 曲面 度 规 yw 和 对 应 的 正则 动量 ”的 函数 . 我 们 的 

目的 是 在 Einstein-Maxwell 理论 下 对 稳 态 黑洞 进行 正则 量子 化 ,而 稳 态 黑洞 只 由 三 
个 经 典 自由 度 描述 ,因此 ,有 很 多 自由 度 必须 去 掉 . 

对 于 非 旋转 的 黑洞 时 空 ,可 以 按 以 下 的 方式 去 掉 这 些 自 由 度 : 首 先 写 出 渐 近 平 

EL ERX PK Einstein -Maxwell 理论 中 的 作用 量 , 然 后 求解 哈密 顿 约束 、 微 分 约束 和 高 

斯 约束 ,这样 就 只 剩 下 4 个 正则 自由 度 了 ,它们 是 黑洞 的 质量 M 和 电荷 0 以 及 它 

们 对 应 的 正则 动量 pu 和 po. 对 于 旋转 黑洞 ,我 们 可 以 用 相似 的 方法 ,从 有 某 种 对 
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称 性 的 渐 近 平 直 Einstein Maxwell 理论 开始 ,求解 经 典 约 束 ,最 后 就 剩 下 6 个 正则 
自由 度 了 ,包括 质量 1 电荷 0 、 角 动量 J 和 它们 分 别 对 应 的 正则 动量 py , po Mp. 

在 上 述 过程 中 , 相 空 间 退 化 成 只 剩 物理 自由 度 , 这 个 过 程 的 一 个 重要 特点 就 是 
使 得 到 的 哈密 顿 量 , 既 所 谓 的 退化 哈密 顿 量 只 涉及 边界 项 . 最 特别 的 情况 是 Kerr- 
Newman 时 空 的 约 化 哈密 顿 量 成 为 

HU =(N'+N )M+(A4 -4)0+(o -0 )J. (6.11.62) 

实际 上 约 化 哈密 顿 量 可 以 用 作 系 统 的 真实 的 物理 的 哈密 顿 量 . 假设 变量 qa M p” 
能 由 一 个 一 一 对 应 的 ,与 时 间 无 关 的 函数 可 微 的 正则 变换 按 下 面 的 方法 分 离 成 
(o^, wT.) HQ, m) PALA RE 

(a) 约 化 哈密 顿 量 只 取决 于 中 RI, 

(b) 24m, YEN x 函数 时 ,P。 满足 


p. = 0. (6.11.63) 
然后 解 出 约束 五 =0 IH. =0, 便 可 以 写 出 剩余 正则 变量 的 函数 : 
ge -f[w,m,]. (6.11.64) 


假设 函数 广 对 小 AL oe, 的 导数 都 存在 ,加 上 以 上 的 假设 , 约 化 哈密 顿 量 的 哈密 顿 
方程 : 


H” Uy", 74] 三 (边界 项 ) ; (6. 11.65) 


=f, ma=pa 
和 (6.11.63)，(6.11.64) 式 与 由 Ts =p. 确定 的 特殊 标 架 中 的 Einstein 方程 是 相 
同 的 . 
这 个 结果 的 证 明 非 常 简单 , 泊 松 括号 在 正则 变换 下 具有 不 变性 , 且 如 果 正 则 变 
换 与 时 间 无 关 ,那么 哈密 顿 量 保持 不 变 , 因 此 
oH 


OE M (6. 11.66) 
另 一 方面 
H|, Ta, y, T, | PRTA = (边界 项 ) | mau=pa T 下 [中 ， Ta], 
(6.11.67) 
将 (6.11.67) 式 对 m, 微分 得 到 
Lt òH SO) , 8H . òH” l 
E Sp (y) les-m s,-»,OTA(x) Smal x) | orp masra Tma (x) 
(6.11.68) 
但 由 (6. 11.63) 式 有 
. 8H 
Talx) = T ine = 0, (6. 11.69) 


所 以 


E 
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red 


8H _ 8H 
Sm, (x) lem] s, Öm, (x) 
PMG HU iB faa 的 正确 的 运动 方程 . 得 到 m, 的 运动 方程 的 方法 是 完全 类 
似 的 . 尽管 我 们 只 考虑 了 纯 引 力 ,但 我 们 的 分 析 很 容易 推广 到 包含 电磁 场 的 情况 . 
我 们 认为 ,退化 哈密 顿 量 只 依赖 于 ,0, JM pu, po, pi, ME 
M=0=J=0. (6.11.71) 
解 微分 约束 可 以 得 到 关于 pu, po Fil p, 的 可 微 函 数 由 BI pa- 
(6.11.62) 式 中 的 4H" 可 以 用 作 我 们 理论 的 哈密 顿 量 ,以 M, Q 和 J 作为 构造 
空间 的 坐标 ,因此 ,以 后 将 “简写 成 开 . 
由 现在 的 哈密 顿 量 可 以 得 出 正则 运动 方程 


(6.11.70) 


ME Sg. (6.11. 72a) 
Op u 

Q - 3H 1g, (6.11. 72b) 
opo 

jeg. (6.11.72c) 
Op; 

| aH eae) 

pr =~ a =~ ON +N), (6.11. 72d) 

7 s- 59 =~ (Ae +40), (6.11.72e) 

aH je 

pi dnb eee -o ), (6.11. 72f) 


HE pu, po £l p, 分 别 为 M, Q A J AIRIS E pu 对 时 间 的 导数 取决 于 类 空 超 曲 
面 在 两 个 渐 近 无 限 远 处 的 时 移 函 数 的 选择 ,po 对 时 间 的 导数 取决 于 两 个 无 限 远 处 
的 电势 差 ,p, 对 时 间 的 导数 取决 于 无 限 远 处 坐标 系 的 旋转 角速度 之 差 . N^. o 和 
Ay 决定 了 理论 的 规范 ,从 物理 意义 出 发 ,我们 选择 以 下 特殊 的 规范 : 


N 21, (6.11.73a) 

N 20, (6.11. 73b) 

w =0, (6. 11.73) 

Ay = 0. (6. 11. 73d) 
在 这 种 规范 下 ,由 正则 坐标 表示 的 哈密 顿 量具 有 很 简洁 的 形式 : 

H = M. (6.11.74) 


取 这 种 规范 的 物理 意义 在 于 ,我 们 以 某 种 特殊 观测 者 的 角度 来 考虑 Kerr -Newman 
时 空 . 我 们 的 观测 者 静止 于 右边 的 无 限 远 处 ,他 的 时 间 坐 标 是 渐 近 闵 科 夫 斯 基 时 
间 ,也 就 是 这 个 观测 者 的 固有 时 间 ,我 们 “冻结 ”了 左边 无 限 处 的 时 间 演 化 . 这 是 有 
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意义 的 ,因为 我 们 的 观测 者 只 能 从 一 个 无 限 远 处 作 观 测 ,对 于 这 样 的 观测 者 Kerr - 
Newman 时 空 的 经 典 哈 密 顿 量 就 是 M, 即 Kerr-Newman 黑洞 的 ADM 质量 . 

现在 的 问题 是 相 空 间 坐 标 M, Q, J, pu, po 和 pj 只 描述 Kerr-Newman 时 空 的 
静态 方面 ,而 在 Kerr-Newman 黑洞 两 个 视界 之 间 的 区 域 没 有 类 时 Killing 矢量 场 ,这 
WHH Kerr-Newman 时 空 具有 动力 学 性 质 . 接 下 来 我 们 的 任务 就 是 找到 能 自然 描述 
Kerr-Newman 黑洞 的 动力 学 性 质 的 正则 变量 . 

当选 择 相 空间 坐标 时 ,我 们 参考 我 们 的 观测 者 的 性 质 : 我 们 的 观测 者 是 一 个 惯 
性 观测 者 ,他 静止 于 离 黑洞 无 限 远 处 . 对 于 这 样 一 个 观测 者 来 说 , Kerr-Newman 时 
空 看 起 来 是 静态 的 ,就 是 说 它 的 动力 学 限制 在 黑洞 视界 内 部 . 这 种 性 质 就 提示 我 
们 要 怎样 去 选择 相 空 间 的 坐标 , 那 就 是 要 使 得 当 满 足 经 典 运 动 方 程 时 ,所 有 的 动力 
学 都 限制 在 黑洞 视界 +=7, 内 . 我 们 马上 就 会 明白 ,对 描述 时 空 动力 学 的 相 空间 的 
选择 与 将 时 空 分 离 成 时 间 和 空间 的 方法 选择 有 关 , 我 们 选择 的 分 离 方 法 能 使 自由 
下 落 并 穿 过 分 支 面 的 观测 者 的 固有 时 间 和 远 处 静止 观测 者 的 固有 时 间 等 同 . 根据 
等 效 原理 ,我 们 的 这 种 分 离 方 法 对 于 揭示 黑洞 内 部 的 物理 性 质 和 远 处 观测 者 测 到 
的 物理 性 质 之 间 的 联系 具有 优越 性 . 

为 了 使 问题 简化 ,首先 考虑 J 和 0 只 是 外 部 参数 ,那么 相 空间 就 成 为 只 由 M 
和 P, 构成 的 二 维 空间 了 . 在 这 个 二 维 相 空间 中 ,我 们 对 “ 旧 ” 的 相 空 间 坐 标 M 和 
Pu 作 一 个 变换 ,得 到 新 的 相 空 间 坐 标 R 和 px: 


| pul = 2MR - R -0 -a +M arc sin P PR + LnM, 
UMS uw 2 
(6. 11.75a) 
pr = sgn(py) DMR-R -0 -a; (6.11.75b) 
而 且 作 以 下 的 限制 
- TM x py S TM. (6.11.76) 
有 了 (6.11.76) 式 的 限制 ,变换 (6. 11.75) 式 就 很 好 确定 . 由 (6.11.75b) 式 得 到 
1 2 2 2 2 
M = (Re +R +Q +a). (6.11.77) 


将 下 由 (6.11.77) 式 代入 (6.11.7$a) 式 就 得 到 由 尺 和 P 构成 的 Pu. RIE M 
和 Py 之 间 的 泊 松 括号 是 不 变 的 ,因此 变换 (6.11.75) 式 是 正则 变换 . 
(6.11.74) 和 (6.11.77) 式 得 到 由 R 和 Py 构成 的 经 典 哈 密 顿 量 


H = ptR + ea). (6.11.78) 
变量 R 的 几何 解释 非常 有 趣 ,首先 ,我 们 写 出 R 的 哈密 顿 运动 方程 
MA UNE (6.11.79) 


^ Ope z R` 
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X 
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根据 (6.11.78) 式 , 当 M Fl Py 的 经 典 运 动 方程 满足 时 ,R 的 运动 方程 为 


R = poe. (6. 11.80) 


从 Kerr-Newman 度 规 (6.11.45) 可 以 得 到 ,考虑 观测 者 在 9 = 5f E,9 250. 对 


于 这 个 自由 下 落 穿 过 分 支 面 的 观测 者 来 说 , 当 变 到 ~+dr 时 ,他 的 固有 时 间 = 的 
变化 为 


z 
-dr = m oO zi. (6.11.81) 


观测 者 的 运动 方程 是 


2 2 
2 .2M | a +Q 
r r 


(6.11.82) 


其 中 点 代表 对 固有 时 间 的 导数 . 可 以 看 到 (6. 11.80) 式 和 (6.11.82) 形 式 相同 ,所 
以 ， 从 一 个 在 9= SAY A 由 下 落 穿 过 分 支 面 的 观测 者 的 角度 来 说 ,我 们 可 以 将 尺 


解释 为 Kerr-Newman 黑洞 的 虫 洞 喉 半 径 . 我 们 还 可 以 从 (6. 11. 80) 式 看 到 ,R 只 能 
限制 在 [>- , r, ] 区 域内 ,换言之 ,R 只 能 存在 于 Kerr-Newman 黑洞 的 内 外 视界 之 间 
的 区 域 . 正 是 从 个 区 域 我 们 能 找到 一 个 时 间 坐 标 , 使 得 时 空 对 这 个 时 间 坐 标 是 静 
态 的 . 因此 ,我 们 提出 的 对 相 空 间 坐 标的 两 个 要 求 都 满足 了 :动力 学 限制 在 视界 
内 ,而 且 忠 洞 喉 的 时 间 坐 标 就 是 自由 下 落 观 测 者 的 时 间 坐 标 . 

有 了 以 上 的 解释 , (6.11.76) 式 的 限制 就 可 以 理解 了 . 从 (6.11.72d) 式 可 以 
看 到 ,当时 移 函 数 N 按 (6.11.73) 式 选择 时 ,1 的 共 恩 正则 动量 Py 为 -t+ 
(const. ) 时 ,i 是 渐 近 观测 者 的 时 间 坐 标 , 此 时 对 (6.11.75) 式 要 考虑 区 分 时 间 坐 标 
t 和 喉 处 的 自由 下 落 观测 者 的 固有 时 间 . 我 们 已 经 提 到 过 ,不 可 能 将 1 为 常数 的 类 
空 超 曲面 履 盖 到 共 形 图 上 +=r_ 的 超 曲面 之 外 . 一 个 自由 下 落 的 观测 者 从 过 去 超 
曲面 >=r- 穿 过 分 文 面 再 到 达 未 来 超 曲面 7>=r- 所 需 的 固有 时 间 是 

At =2[ EXE — = 27M. (6.11.83) 
QMr' -r° = Q -a 

现在 回 到 (6. 11.76) 式 的 限制 . 从 (6.11.75a) 式 可 以 看 到 , 当 R=r HY, [pw | 
=0, 4 R=r Wf, Ipul 2 mM. 当 : 为 常数 的 类 空 超 曲 面 在 过 去 超 曲 面 r =r- 和 分 
支 面 之 间 时 ,我 们 取 Py 为 正 ,而 当 : 为 常数 的 类 空 超 曲面 在 分 支点 和 未 来 超 曲面 
-r 之 间 时 ,我 们 取 Py WH. 

接 下 来 的 任务 就 是 在 (6. 11.78) 式 中 的 经 典 哈密 顿 量 中 ,将 OI a 用 适当 相 

空间 变量 的 函数 代替 ,这 些 变量 是 能 够 自然 描述 Kerr-Newman 时 空 动 力学 的 变量 . 

我 们 发 现 当 和 a 为 常数 时 ,存在 一 个 正则 变换 使 得 相 空 间 坐 标 (Q, po) ACJ, 
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pj) 变换 到 一 个 新 的 相 空 间 坐 标 , 记 为 uw 和 vw, 它 们 的 正则 动量 是 p, M p.. 
我 们 将 通过 两 步 得 到 这 个 正则 变换 . 首先 ,用 两 个 坐标 o. 和 o B5 2H: LE DU] 
动量 P。 和 PARE Q Fla, 


Pa =Q, (6.11.84a) 
Po, =a. (6.11.84b) 
于 是 ,(6.11.78) 式 的 经 典 哈密 顿 量变 成 
1 
H = ys Ph + pa b GR a (6.11.85) 


接 下 来 就 是 寻找 o 和 @w, ,我 们 推测 ©, 和 os 分 别 与 0 AJ KISE po M p, f£ 
在 着 某 种 关联 因为 从 (6.11.72e) 式 可 以 看 出 ,pe 决定 了 电磁 规范 , p; 决定 了 远 
处 坐标 系 的 旋转 角速度 . 我 们 首先 给 出 在 一 般 电 磁 规范 下 远 处 坐标 系 以 任意 角 速 
度 旋 转 的 经 典 哈 密 顿 量 : 


1 2 2 + 3 + z 
H- jg ^ po + po +R) + (As - Ao)p,, * M(o' - e )p,,, (6.11.86) 


ix FE FH (6.11.62) , (6.11. 72e) , (6. 11. 720) 和 当 满 足 经 典 运动 方程 时 M 为 常数 
得 出 的 . 我 们 得 到 co, 和 w, 的 哈密 顿 运动 方程 
oH Po, 


(Di = ape, = R - Po, (6.11. 87a) 
oH Do; 

Ww = = — Mp;. . 11. 87b 

€» Po, R pi (6 8 ) 


将 (6.11.87a) ，(6.11.87b) 式 两 边 同 时 沿 相 空 间 的 经 典 轨道 积分 就 得 到 关于 R, 
Pr, M1, €», Pu, 和 Po, 的 表达 式 ， 


Do, 
Po = | dR -w,, (6.11. 88a) 
Q o 1 
Do, 
p, = [dR - œ, (6.11. 88b) 
RR 
其 中 ， 
2M Do, + po, 
R= sgn( pu) Fp 1 ROC (6.11.89) 


作 这 个 替换 是 由 于 我 们 选择 了 pop. =0. KA SERERE TC BR d Hb AY re. 35 7g E ft T 
近 坐 标 为 非 旋 转 的 是 可 以 做 到 的 . 选择 适当 的 积分 常数 后 我 们 得 到 
Po = sgn(pu)p., 


2 2 2 2 ) 
Prt Po, + Po, -R oa 
2 


are sin Oi, 


[pr + pa, + pa, +R)? -4R (ps, + pa) 
(6. 11.902) 
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2Rp., 
p, = sgn(pu) 一 5 
Prt Po, + Po, -R 


2 


2. 2 2 2 
Pr + Po, + Po, =R T 
BEC ein PER 2 2 252 2 2 2 + 2 e, 
pa + po, + Po, +R) -AR (pu + po) J 
(6.11. 90b) 
XU, 
1 2 2 x 
M = ag P5 + Po + pu +R Ys (6.11.91) 


(6.11.75b)，(6.11.84)，(6.11.90) 式 构成 一 个 从 相 空 间 坐 标 M, pu, Q, po, J, 
p, SAAS [RIA ES R, pr, Qi, Po,, €» ,，p。 的 变换 . 很 容易 证 明 , 它 是 一 个 正则 变换 ， 
加 上 条 件 


to 

Pe | an (6.11.92a) 
Po, 

M. = 

| 过 (6.11.92b) 
Do, 


它 还 是 个 一 对 一 的 变换 . 给 出 这 些 限制 是 由 于 我 们 只 考虑 两 个 r=r- 的 超 曲 面 之 
间 的 时 空 . 当 渐 近 无 限 远 处 的 电势 为 零 且 渐 近 坐标 系 是 非 旋转 的 时 候 ,p。 = p, = 
0 ,我 们 得 出 的 HI o 具有 以 下 的 性 质 :在 过 去 超 曲面 r=r- 处 ,o = -Qn+po， 
o, = -aT * Mp,; TEA SCM w =po，o =Mp,; ERRE H r =r_ 处 ,。 = Qm 
*po,GO; =aT+HWp， 也 就 是 说 ,i 为 常数 的 超 曲面 不 能 超出 +=7. 的 超 曲面 以 外 ， 
这 使 o, 和 o 的 经 典 区 域 受到 限制 . 

最 后 一 步 , 对 o, po, 和 o ,pu。, 作 一 个 正则 变换 得 到 变量 wx，P， 和 v,p.. 我 们 
定义 : 


1 
u = po sin (6.11.93a) 
| Poy | 
Q; 
Pu = pocos ; (6.11. 93b) 
| Do, | 
0» 
v = posin 2 (6.11.93c) 
99 
w2 
p. = Pu,cos| — (6.11.93d) 


个 变换 是 正则 变换 ,符合 我 们 的 条 件 . 我 们 发 现 
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PL Bu. (6. 11.94a) 

po =P. tv. (6.11.94b) 
也 就 是 说 ,我 们 将 po +w AEQ ,p; +v BLE a ,那么 Kerr-Newman 黑洞 的 经 典 哈 
密 顿 量 就 具有 非常 简洁 的 形式 : 


Hp tp. Ap eR tu ev). (6.11.95) 


Kerr-Newman 黑洞 的 量子 理论 

完成 了 包括 Kerr-Newman 黑洞 在 内 的 稳 态 时 空 的 经 典 哈 密 顿 理论 之 后 , 接 下 
来 讨论 这 类 时 空 的 正则 量子 化 理论 ,再 接 下 来 讨论 一 类 特殊 的 正则 量子 化 理论 . 
Fe aE Ae OR APES AL (Rx Bx RB, R dRdudv) ,其 内 积 定义 为 


Chil > = p ARR | dul dry; (R, u, v)u (R, u, v). (6.11.96) 


将 (6.11.95) 式 中 的 经 典 哈 密 顿 量 用 对 应 的 对 称 算 符 代替 , 即 pi 一 —- i(9/9R) , pu 
— -i(8/8u) ,p,— -i(8/óv) ,得 到 


1 8 1 NEUTER EET 
Rd  2RO 2 2R 2R 


(6.11.97) 
这 个 算 符 可 以 看 作 是 Kerr-Newman 黑洞 的 哈密 顿 算 符 . 它 的 本 征 值 就 是 远 处 静止 
观测 者 测 得 的 黑洞 的 ADM 质量 的 本 征 值 . 它 的 本 征 方程 为 


s-1 0 
ur 


2" aR| 


Lives. Gill) esca, d 1090 equa 
R R > 
2. ƏR oR| 2Ro  2Róow 
mr E ES U(R,u,v) = Ey(r, u, v). (6.11.98) 
2° 2R 2R ar 2i 


这 个 方程 是 我 们 的 主要 结果 . PEMEX OE ATW AE A A ISI EE RE TS 
方程 . WOR, u,v) 是 黑洞 的 波 函 数 . 对 于 = 1 的 特殊 情况 (6. 11.98) 有 具有 非常 简洁 


漂亮 的 形式 : 


2 9 VR du a 
2R| oR ðu ðv 


WOR, u, v) = EUR, u, v). 


(6.11.99) 
MRR YCR, u, v) 写成 
YCR, u, v) = YCR) gi (u)p (w), (6.11. 100) 
则 (6.11.98) 式 可 以 分 离 成 M,Q 和 a 的 本 征 方程 


。774。 第 6 章 黑洞 的 量子 效应 
D d id 1 Q " 
ji an^ IR Pie or W(R) = MW(R), (6.11. 101a) 
d E A 
ED ©, (u) =Q (u), (6.11.101b) 
u J 
pee q;(v) = a qv). (6.11.101c) 
现在 我 们 考虑 黑洞 i ADM 质量 的 本 征 方程 (6 11. R 此 式 可 改写 为 
-= d " e a 
R an^ am W(R) = Le = ER 2M [ee 
(6.11.102) 
我 们 发 现 , 函数 
Ü Id uo 
SP eR eM 


fer. « R <r, 为 正 ,其 他 情况 为 负 或 为 0， 如 果 从 半 经 典 的 理论 考虑 ,应 该 可 以 推 
测 当 r- <R<r, 时 , 波 函 数 有 震荡 ,而 在 其 他 地 方 会 旦 指数 形式 . 因此 我 们 的 系统 
就 类 似 于 一 个 势 阱 中 的 粒子 ,R 就 如 经 典 情况 中 的 一 样 ,被 限制 在 黑洞 内 外 两 视界 
之 间 . 半 经 典 的 情况 是 ,对 应 R 的 波 包 被 内 视界 反射 . 当 黑 洞 处 于 稳 态 时 ,内 外 视 
界 之 间 存 在 着 一 个 驻 波 . 因此 ,由 于 我 们 的 时 空 只 在 -mM<t<mwM 区 域 有 效 而 造 
成 的 经 典 不 完整 性 被 量子 力学 消除 了 : 当 黑 洞 处 于 稳 态 时 ,视界 之 间 没 有 波 包 的 传 
播 , 因 而 我 们 的 量子 理论 在 任何 时 候 都 有 效 . 但 是 波 只 存在 于 史 瓦 希 视 界 和 奇 点 
之 间 ,方程 (6.11.100) 和 氧 原子 的 薛 定 齐 方程 的 性 质 之 间 存 在 着 一 个 很 有 趣 的 相 
似 性 , 当 氢 原子 处 于 s 态 时 , 即 电子 绕 质子 转动 的 轨道 角 动 量 为 零 , 从 经 典 轨 道理 

论 来 看 ,电子 应 该 在 很 短 的 时 间 内 撞 到 质子 . 但 是 在 量子 力学 中 ,这 是 由 于 电子 波 
包 被 质子 反射 而 变 成 电子 驻 波 了 . 这 就 使 得 氧 原子 量子 理论 在 任何 时 候 都 有 效 . 
在 史 瓦 硕 黑 洞 中 ,黑洞 的 奇 点 对 应 质子 ,而 喉 半 径 愉 对 应 电子 到 质子 的 距离 ， 黑洞 
和 和 氧 原 子 一 些 经 典 问 题 由 量子 理论 给 出 的 解 是 相似 的 . 

现在 我 们 对 本 征 方程 (6.11. 101a) 进行 详细 讨论 . 如 果 令 


3/2 


x=R , (6. 11. 103a) 
bax x(x), (6.11. 103b) 
并 定义 
p 2 =. ee (6.11. 104a) 
I < 2. (6.11. 104b) 
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WW (6. 11. 101a) 式 变 为 


9 d^ Dur d). 4 


2 
on Q + 
8 dx x 9 | 


2 
a 
十 372 
x 


x(x) = Mx(x). 


(6.11.105) 
当 93/2 时 ,M -0 -a 的 本 征 值 总 是 正 的 ,而 且 , 当 1X2 « p 3/2 时 ,我 们 可 以 
通过 适当 选择 x =0 处 波 函 数 x(*) 的 边界 条 件 或 者 说 通过 选择 适当 的 延 拓 ,使 MP 
-Q -a HIE. 对 方程 (6.11.105) 的 WKB 分 析 得 到 : 当 O +a >>1,M -0 -a 
>> 1, r>>1, WKB 本 征 值 M, 具有 性 质 
M.-Q -a =2n+1+0(1), (6.11. 106) 
n ERM OC) RRK n KIRAN AA. 大 部 分 文章 对 (6.11.105) 式 的 分 
析 结 果 得 到 (6. 11. 106) 式 右边 的 第 一 项 ,而 (6.11.106) 式 给 出 的 是 严格 解 . 即使 
Q + 已 和 于 相对 很 小 ,也 就 是 说 ,在 半 经 典 限 制 下 ， M- -a 也 有 Qn 41 
的 形式 . 
现在 ,我 们 该 怎么 去 理解 这 些 结果 呢 ? 考虑 到 霍金 辐射 ,由 M - 0 -a WE 
定性 得 出 很 有 趣 的 结论 :如 果 把 霍金 辐射 看 成 是 从 高 能 本 征 态 到 低能 本 征 态 的 跃 
迁 的 结果 ,那么 谱 M - g -a 的 正定 性 意味 着 ,一 个 非 极 端的 Kerr-Newman 黑洞 
永远 不 可 能 通过 霍金 辐射 成 为 一 个 绝对 零度 的 极端 黑洞 . 这 个 结论 与 热力 学 第 三 
定律 和 极端 黑洞 和 非 极 端 黑 洞 之 间 的 性 质 上 的 区 别 都 是 相符 的 . 这 个 结论 证 明 我 
们 对 描述 Kerr-Newman 时 空 的 相 空 间 坐 标的 选择 是 合理 的 . 
在 讨论 (6.11.106) 式 的 意义 之 前 , 先 通过 (6.11.101b) (6.11. 1016) i+ Q 和 
a 的 谱 . 可 以 看 出 这 两 个 方程 本 质 上 都 是 一 维 线性 谐振 子 的 不 含 时 薛 定 廖 方程 ， 
当 (6.11.101b) 式 作为 谐振 子 的 本 征 方 程 时 ,0 的 本 征 值 是 


Q, 22k +1, (6.11.107) 
在 自然 单位 制 下 
Qi = (2k +1) —, (6.11.108) 
a 
其 中 ,k=0,1,2… ,在 这 个 方程 当中 ,e 是 元 电荷 ， 


2 


qu fas 
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是 精细 结构 常数 .也 就 是 说 ,黑洞 的 电荷 谱 是 分 立 的 . 

我 们 可 能 对 (6. 11. 108) 式 中 的 电荷 谱 的 合理 性 感到 混淆 :至 少 对 于 基本 粒 
子 , 电 荷 0 本 身 是 个 整数 ,而 不 是 Q^. 这 看 上 去 与 所 有 可 能 的 观测 和 期 望 值 矛盾 ， 
而 且 与 我 们 物理 的 基本 概念 不 相符 . 
然而 事实 不 是 这 样 的 . 首先 ,由 于 101 >> M, 那 些 基 本 粒子 肯定 不 是 黑洞 ;第 


(6.11.109) 


EL 
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二 ,由 量 纲 分 析 得 出 ,(6.11. 108) 式 的 电荷 谱 正 好 是 我 们 对 黑洞 所 预期 的 当 电 和 荷 
写成 自然 常数 eo, h 和 < 的 形式 时 ,我 们 发 现 ,电荷 的 自然 单位 就 是 所 谓 的 “ 普 朗 克 
电荷 ” 


On =  Am&,hc. (6.11. 110) 
BE AT] Az BU A FS DU v LE ROSE; Q^ 而 不 是 普 朗 克 电荷 本 身 正比 于 .对 于 
束缚 系统 , 当 我 们 将 物理 量 写 成 与 系统 相关 的 自然 常数 的 形式 时 , 谱 中 6 一 定 乘 了 
一 个 整数 ,可 观测 的 物理 量 一 般 是 按照 这 种 方式 被 量子 化 的 . 例如 ,和 氧 原子 中 相关 
的 物理 常数 是 eo h.e 和 电子 质量 m. ,这 些 量 可 以 构成 一 个 自然 单位 的 能 量 
(4m&) B 
我 们 希望 能 量 被 量子 化 昌 能 量 的 本 征 值 具有 以 下 的 形式 ，; 


m,e 


E, = 


Y Gas Y a (6.11. 111) 


其 中 是 纯 数 ,n 是 整数 ,如 果 取 y= > 得 到 的 正好 是 氧 原 子 的 能 谱 . 对 于 黑洞 ， 


我 们 允许 用 的 自然 常数 只 有 让, c, GA so, 因此 (6.11.110) 式 中 的 普 朗 克 电 荷 Qui 
是 黑洞 的 自然 单位 的 电荷 ,也 就 是 说 , (6. 11.108) 式 的 电荷 就 是 我 们 期 望 的 黑洞 
的 电荷 谱 . 

除了 量 纲 方面 的 论证 ,还 有 另 一 个 理由 说 明 为 什么 黑洞 的 电荷 不 必要 有 和 普 
通 物质 相同 的 谱 . 由 Kerr-Newman 黑洞 的 共 形 图 很 容易 看 出 上 为 常数 的 类 空 超 曲 
面 永远 不 会 到 达 黑 洞 的 奇 点 RR=0. 从 这 点 可 以 得 到 在 这 些 超 曲面 上 ,任意 一 处 的 
电场 力 线 都 没有 起 点 和 终点 (如 果 有 的 话 在 奇 点 及 =0 处 也 有 ) ,而 是 穿 过 Kerr - 
Newman 虫 洞 到 达 另 一 个 不 连通 的 区 域 . 因此 我 们 不 可 能 像 讨 论 一 般 物 质 的 电荷 
一 样 来 讨论 黑洞 的 电荷 . 对 于 一 般 物 质 , 电 和 荷 分 布 在 电场 力 线 的 出 发 点 或 终点 ,而 
对 于 黑洞 ,根本 不 存在 这 样 的 点 . 因此 ,外 部 观测 者 观测 到 黑洞 的 电荷 是 黑洞 时 空 
的 几何 和 因果 结构 导致 的 ,而 不 是 因为 黑洞 具有 物质 的 性 质 . 因此 黑洞 的 电荷 没 
必要 与 一 般 物 质 的 电荷 相同 ,也 没 必 要 与 一 般 物 质 有 相同 的 谱 . 

现在 讨论 方程 (6.11. 101c), 它 给 出 a 的 谱 . 与 电荷 相似 ,我 们 找到 a 的 可 
能 的 本 征 值 为 


a; 2 21+1, (6.11.112) 
恢复 自然 常数 有 


a; = (itae (6.11. 113) 
C 


其 中 1=0, 1,2,… 它 也 是 以 二 乘 一 个 整数 的 方式 被 量子 化 的 . 将 (6. 11. 106) 
(6.11.108) 和 (6.11.112) 式 联合 ,我 们 发 现 ,在 半 经 典 限 制 下 ,黑洞 质量 本 征 
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值 为 
M, = 2m, (6.11. 114) 
m-2n*l«*kz-0,1,2,- (6.11.115) 
VE FRE BOR 
M, = 2m+1M,, (6.11.116) 
其 中 
M, = E (6.11.117) 
re Te B] vam. 


考虑 到 黑洞 的 总 面积 ,M, Q Ma 的 谱 给 出 有 趣 的 结论 . Kerr-Newman 黑洞 的 
外 视界 面积 


A` 2 4m(r. +a). (6.11.118) 
内 视界 面积 ; 
A -4m(r.*a ). (6.11.119) 
TI FH (6. 11.106) 和 (6.11.108) 式 ,我 们 得 到 量 
a" =A,+A_, (6.11.120) 
为 了 方便 起 见 ,我 们 称 之 为 黑洞 总 面积 . 它 的 半 经 典 本 征 值 具有 以 下 的 形式 
Ang = l6n(2n +21 +k) (6. 11.121) 
恢复 自然 常数 有 
An, = 167(2n +21 + k)L. (6.11.122) 
ly = hg (6.11. 123) 


是 普 朗 克 长 度 ,这 个 结论 与 Bekenstein 于 1974 年 提出 的 ,后 来 又 有 很 多 人 研究 得 
出 的 结论 非常 相似 . 他 们 提出 ,黑洞 外 视界 面积 谱 具 有 以 下 的 形式 : 
A, = ynl, (6.11.124) 
n 为 整数 ,Yy 为 纯 数 . 由 此 式 得 出 , 当 y=16 关 时 ,黑洞 的 总 面积 按照 上 式 量子 化 . 
现在 我 们 计算 黑洞 的 角 动 量 谱 . 从 (6.11.113) ，(6.11.115) (6.11. 116) 式 
得 出 黑洞 总 角 动 量 J = Ma 的 可 能 的 本 征 值 有 以 下 的 形式 
nui £2 (1 +n+k)h (6.11.125) 
对 于 k=0 的 不 带电 黑洞 , 当 ! >> 时 , 角 动 量 本 征 值 为 


EL 
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J, = mjh, (6.11.126) 
其 中 mi =0, +2, +4, =. 

可 以 看 到 ,黑洞 的 角 动 量 谱 就 像 我 们 理论 预言 的 一 样 ,至少 在 它 取 极 限时 是 我 
们 期 望 的 , 即 角 动量 为 偶数 当 黑洞 从 一 个 角 动 量 本 征 态 跃迁 到 另 一 个 本 征 态 时 ， 
就 会 引起 辐射 或 吸收 ,由 于 引力 子 的 自 旋 是 2, 因 此 可 以 推测 到 黑洞 角 动 量 只 能 以 
偶数 的 整数 倍 变化 . 例如 ,由 两 个 绕 质 心 转动 的 质点 组 成 的 系统 每 吸收 或 辐射 
一 个 引力 子 ,他 们 的 角 动 量 量子 数 就 改变 一 个 偶数 . 所 以 ,对 于 极端 黑洞 ,由 
(6.11.126) 式 给 出 的 角 动 量 谱 是 合理 的 . 


第 7 章 黑洞 的 引力 效应 


7.1 有 质量 标量 粒子 的 有 限 运 动 


有 质量 经 典 粒 子 在 克 尔 场 和 史 瓦 希 场 中 的 运动 已 为 许多 工作 研究 过 . 但 是 有 
质量 粒子 在 微 黑洞 (其 半径 可 以 和 粒子 的 德 布 罗 意 波长 相 比 拟 ) 附近 运动 则 出 现 
量子 性 质 . 

在 本 节 中 ,我 们 采用 Klein-Gordon 方程 ,讨论 有 质量 标量 粒子 的 弱 相 对 论 


运动 . 


1. 史 瓦 希 场 中 的 情况 


设 粒 子 质量 为 .选用 Eddington-Finkelshtein 坐标 (t=1+r”-7r,r,9,9) 比较 方 


便 , 因 为 它 不 仅 当 +r >r。=2M, 而 且 对 于 进入 rr <r, 区 域 的 粒子 ,也 可 以 描述 其 运 
动 . 在 这 一 坐标 系 中 , 度 规 具 有 形式 
| T. T. 
bisz A 0 0 
r r 
-二 - | pom dp 0 
(g^) = : 2 (7.1.1) 
0 0 T 0 
r 
0 0 | E 
r sin 0 
K-G 方程 具有 形式 
-12 0 -1/2 yw» op 
(2) OKE g tuo = 0. (7.1. 2) 
分 离 变量 可 得 
®(t,r,0,0) = [do >, exp —iwt)Rin(r)Y; (8,0), (7.1.3) 


且 径 向 方程 可 以 用 量 纲 为 一 的 变量 x PELLE or, 写 出 


x(1 ex)R-[bp-20piw)xIR - [ox(x+1) -Kx Ske = ety ir 
=0. (7.1.4) 
M 
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lox(x*l1)-wxl«l(11) 
时 , 即 在 引力 半径 附近 ,方程 (7.1.4) 变 为 
a(1 —x)R"+[1-2(1 -iw)x]R’ + [I(1 1) +i@]R = 0. (7.1.5) 
一 方程 的 线性 无 关 解 为 
| Rud LOSS I atrodi, 
1 " (7.1.6) 
n = Rilne + Y Ox, (x <1) 


| RF icd acie 210; 93); 
] « (lx-1l<1) 
| R,-(1-x)",F(-l*io,l *1*io;l +2i6;1 - x). 

在 黑洞 的 引力 场 中 , 波 函 数 的 行为 有 一 个 特征 ,对 于 具有 任意 角 动 量 的 粒子 ， 
函数 R 中 存在 一 个 对 数 奇 点 (x =0). 这 类 特征 不 依 于 所 取 的 长 波 近似 ,对 于 入 所 
rs 的 情况 仍 有 这 一 特征 . 这 是 因为 被 黑洞 俘获 的 粒子 经 过 中 心 奇 点 的 过 程 与 粒子 
的 角 动 量 无 关 . 

在 远离 黑洞 的 区 域 , wo x 111) ,方程 (7.1.4) 的 解 在 弱 相 对 论 近似 

0 < Oz - T —-g « T 
下 ,可 以 浙 近 地 表示 为 退化 了 的 超 几 何 函 数 .; 


AE eS a E (7.1.7) 
iu 20 v 


由 所 获得 的 解 ,加 上 边界 条 件 ( 中 心 处 或 边界 处 ) , 便 可 求 出 史 瓦 希 场 中 弱 相 对 论 
粒子 的 能 谱 . 

Ir, 对 于 经 典 粒 子 是 单 向 膜 . 假设 对 于 量子 化 的 粒子 仍 有 这 一 性 质 . 在 x, 而 
上 ,我 们 选择 R, 与 被 黑洞 俘获 的 粒子 相对 应 . 在 区 域 >1, 这 个 解 具有 渐 近 行为 : 


~ lL+iw rı + D) 
Ip CERE a 
" le equas rı +1 tio) 


oO POL TT 0 1 
当 Q am 时 , 解 Rs 具有 类 似 的 形式 . 忽略 对 数 项 ,函数 RR 具有 渐 近 
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分 别 比较 上 两 式 中 对 应 的 x 项 和 x ”项 系数 ,可 以 得 到 确定 史 瓦 希 场 中 本 征 能 
谱 的 方程 : 


2» 


Penes. 
vi 2d | LU 
U|-!-5g 


2 pf Jg 

|a Opa ree 
能 量 的 复数 值 满足 方程 (7. 1. 8) , 即 能 级 不 是 定 态 的 . 粒子 被 黑洞 俘获 而 引起 的 准 
定 态 能 级 分 裂 本 质 上 取决 于 粒子 的 能 量 和 角 动 量 . 在 平 直 空 间 中 ,类 氧 原子 的 本 征 
值 谱 由 波 函 数 在 边界 上 为 零 来 求 出 . 在 所 讨论 的 近似 下 ,粒子 所 在 的 局 部 区 域 中 ， 
史 瓦 希 场 和 库仑 场 的 差别 很 小 , 系 能 


-ie[T (1 +2D)T(2 «21)] 


(7.1.8) 


C= :AQ-is, (7.1.9) 
H 
| AQI g« xg, 
2n 
此 时 有 
Und epu qus qr 
O O 


在 我 们 研究 的 长 波 近似 下 ,衰减 随 着 粒子 角 动 量 的 增 大 而 很 快 减 小 : 


XD T(n+l+1) 
n2" [T2741)11] T(n-2) 
在 导出 上 式 时 ,假定 粒子 在 黑洞 附近 的 行为 是 经 典 的 ,但 是 当 粒 子 的 康 普 顿 波 长 和 
黑洞 的 引力 半径 相 比拟 时 粒子 的 产生 是 可 能 的 . 在 霍金 过 程 中 ,产生 的 粒子 可 能 占 
据 准 静态 能 级 . 产生 的 反 粒 子 按 随 动 系 计算 经 过 有 限 长 时 间 便 落 入 黑洞 的 中 心 奇 
点 . 我们 采用 在 视界 r, 处 对 解 进行 解析 延 拓 的 方法 来 研究 粒子 的 产生 过 程 . 在 区 
Jk x>1, 解 R, 具有 渐 近 行为 


(7. 1.10) 


3 *io^ rı - 21) 1 -1-I+iw* 

R, ~x > | 

4 
T(1 +l +io) 


DIé(242D0]T(GC-I-2i9)]L^ 
5f R 不 同 的 只 是 i 前面 的 符号 . 这 导致 衰减 e 的 不 同 符号 . 因此 , 替 金 过 程 导致 
黑洞 附近 粒子 向 准 静 态 能 级 聚集 . 粒子 聚集 的 过 程 和 被 黑洞 俘获 的 过 程 是 独立 的 ， 
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所 以 可 以 期 望 系 统 中 动力 学 平衡 的 建立 . 在 平衡 状态 存在 的 情况 下 ,由 平衡 的 稳定 
性 条 件 & =0 ,可 以 求 出 粒子 的 产生 幅 和 俘获 幅 之 间 的 关系 . 
在 区 域 |lx -11 «1 中 ,与 粒子 - 反 粒 子 对 产生 相对 应 的 完全 解 由 下 式 给 出 : 


220^ 


$".-[0(x-1)RS(x-1) +e 0(1- x)R.* 
(1-x)]e "Y. (0,9). (7.1.11) 
在 这 种 情况 下 ,x =0 附近 的 解 很 有 趣 . 这 一 解 由 解析 延 拓 的 方法 得 到 ,具有 形式 
P ~ Rilnx + MBs. (7.1.12) 


式 中 除了 正常 部 分 以 外 还 有 奇异 部 分 ,这 是 和 平 直 空间 库仑 场 中 的 静态 解 不 同 的 . 
2. 克 尔 场 中 的 情况 


黑洞 的 旋转 改变 了 引力 场 的 性 质 , 相 应 地 也 改变 了 能 谱 的 图 像 ,对 于 准 静 态 能 
级 衰减 的 大 小 有 特别 强烈 的 影响 . 在 径 向 坐标 的 所 有 取 值 范围 内 对 波 方程 进行 全 
面 的 分 析 是 十 分 复杂 的 ,因为 拓扑 变 得 相当 复杂 ;而 且 把 解 延 折 过 ~, 和 r- ,使 积 4 
变 得 非常 复杂 ,特别 是 因果 规律 遭 到 破坏 . 所 以 ,我们 只 限于 研究 外 部 区 域 + >7,. 
在 这 个 区 域 ,我们 要 用 更 简单 的 Boyer-Lindquist 坐标 t,r, 6,0. 此 时 Kerr 度 规 具 有 
熟知 的 形式 . 将 相应 的 Klein-Gordon 方程 分 离 变量 ,得 到 


P(t,7,0,9) = [doe Y Ron (r) ST (One. (7.1.13) 
径 向 部 分 满足 的 方程 是 
dR | Ja 2 2 2 2 2. 2 2 | 
af A38] FD | (r +a )w - 4aMmor + (am) 1 - u (r +4) -入 |IR=0， 
(7.1.14) 


式 中 入 是 分 离 变 量 常 数 . 球 函数 


Si (a ae - œw ,cos8) 


满足 的 方程 是 
1 dÍ ds) 
m - - - 7.1.1 
zing de. sin® Fg + 入 rap o )sin 0 a "Ure 0. ( 5) 


和 前 面 讨论 过 的 球 对 称 引力 场 的 情况 一 样 ， ee r,/N«]1. 这 一 
方程 在 7 ,附近 满足 旋转 黑洞 视界 处 边界 条 件 的 解 为 


ds Cl) 
txl 


式 中 
Q-2(o- mQj,)r,r. /(r.— r.), 
x-z(r-r.)/(r.-r.), 
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Q, 是 旋转 黑洞 的 角速度 . 得 到 这 个 解 的 过 程 中 假定 
alu -w) <1, 
X ~1(1 41). 
在 远离 黑洞 处 ,这 个 解 的 渐 近 行为 是 
in 1 ! i I DH 
mte EE ra ere fog 
l! T(1 +2iQ) 
“1 22D1. IC-L*-2010) 
24$ ro 时 ,方程 (7.1.14) 的 解 按 指数 形式 衰减 ,可 表示 为 


1 -oDx 


Ra = x'e “V1 +l- p,2 +21;20 Ox), (7.1.17) 


式 中 ， 
Q-(u -eo)^rn, o -(r.-r.)rn, 


p=2(1 - 0/2) 
Q 


24 x0 时 , 渐 近 行为 (7.1.17) 可 写 为 近似 式 
RQARCI +l-p) pant 
Ra "quein (20 Q) 
„TA *20T (2 +21) - 
T(1 +l-p) 
TU 1.16) 和 (7.1.17) 式 的 解 在 公共 区 域内 连接 起 来 ,我 们 得 到 确定 克 尔 场 中 本 
征 能 谱 的 方程 


T(1 +l-p) T 、、1+21 
poderi oS 
HOD HDAN LT(-142iQ) 

L! Tcl +l+2iQ)’ 


W(1 +l- p) 


(7.1.18) 


由 此 ,再 考虑 到 
Q=Q+ie, 1+l-p=1+l-n(1 -i %), (7.1.19) 
我 们 得 到 克 尔 场 中 准 静 态 能 级 衰减 的 表达 式 . 


- -Q(o 0)" PIED 


T(n+l+1) Chany: 

D(n-1)n 2 [ (2041) HM] 
与 前 边 讨论 的 史 瓦 希 场 的 情况 不 同 , 克 尔 场 中 的 衰减 依赖 于 黑洞 旋转 的 角速度 . 在 
o < mOn 的 情况 下 可 以 改变 符号 , 即 误 减 变 为 激发 . 这 一 条 件 导致 被 克 尔 黑洞 散射 
的 多 极 波 的 加 强 ,这 与 克 尔 场 中 粒子 的 产生 有 关 . 


(7.1.20) 
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这 里 我 们 指出 ,在 (7.1.20) 式 中 代入 go =1 与 史 瓦 希 场 对 应 ,应 得 到 结 
(7.1.10). 其 中 有 一 点 不 同 ,是 由 于 Boyer-Lindquist 坐标 和 Eddington-Finklshtein 
坐标 的 不 同 造 成 的 . 


7.2 SSE REA ETS 


当场 源 的 角速度 a ~ GM/e 时 ,产生 的 非 线性 效应 十 分 复杂 . 我 们 这 里 局 限于 
慢 速 转动 (a<-GM/c ) 的 情况 . 这 时 克 尔 度 规 可 以 线性 化 . 在 区 域 
r2r.-2GM/c + |(GM/c -a ~2GM/e (7.2.1) 
中 , 克 尔 度 规 具有 形式 
4Ma 


ds = e'dé -edr - rd( + sin 0dpdz， (72:2) 
r 
式 中 
sk R, 
e =e =1-—=Y, I-Man, R, =2M, (7.2.3) 
r 
这 里 和 下 面 都 采用 自然 单位 制 c = G-h-1. 
在 这 一 度 规 下 的 Dirac 方程 为 
y' V. + ipl = 0, (7.2.4) 
WEP y" 是 广义 Dirac 和 矩阵, 它 满足 关系 式 
yYy -yy = 2g". (7.2.5) 
日 旋 的 协 变 导轨 “由 福 克 - 伊 凡 宁 柯 系数 定义 : 
1 » j 
V educ sl, ze (a wae (7.2. 6) 
1. 史 瓦 希 场 


在 史 瓦 希 度 规 的 情况 下 ,可 以 借助 于 通常 的 球 自 旋 进 行 分 解 . 为 此 ,应 选择 y 
RE HARE: 


y ES ^Y = e B, 

y = r sin O(sinQy - cosby ) 7 

y= RU sin8cosqy * sinÜsingy- * cosðy ) E (72:7) 
9 -1 z4 . 22 . 3 

y =r (cosOcospy + cosOsingy - sinOy ). 


-1 v4 -iot F(r) Vij” (8,9) 
e e hd 


M" ; (728) 
- iG(r) (n,o) Y j^ (0,9) 


式 中 
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m 


=1+1/2) ke RL 17 (4 Q) 
P (Ose) & Cal) | J oF? > > (7:2:9) 
- iG(r) (n,o) Vij” (0,@) 
jtm; *d in 
; mov td (80,9) 
yg" "eg oy m | N : (7.2.10) 
ptm +l a2 
Dajan P) (06,9) 
c Ae FI FEE: (n,o) = singcospa + sinOsingo, + cos00;， 
p ae le eg d (7.2.11) 
(1 0 to -1 
解 (7.2.8) 式 中 , 径 向 函数 满足 方程 组 ; 
OE Eee ea Last (7.2.12) 
r 
-M/2 mi, v/2 
e G'-—Ge=(-e o+t+yp)F, (7.2.13) 
r 
DEP Y Su otn (7.2.14) 
2 | mil - 1,m, <0. 
m, 是 粒子 的 总 角 动量 在 <(0=0) 方 向 的 投影 ,1 是 轨道 量子 数 ,j= Iml - 方 是 粒子 
的 总 角 动 量 . 和 在 任何 有 心力 场 中 一 样 ,m,m, 和 j 是 运动 积分 . 与 四 维 流 密度 矢量 
I = 由 和 下 = 站 万 (7.2.15) 
对 应 ,我 们 得 到 稳 态 情况 下 的 归 一 化 积分 
人 -j (I FI? +1 GI^)dr. (7.2.16) 
由 方程 组 (7. 2. ae 2. 13) 可 以 得 到 
pup dash + 1)])F (3:247) 
syo dy y 
式 中 
$ se |,d mo+hg Y |, 
c | Y tre | o (7.2.18) 


to + py w + py’ 
考虑 到 mi (m +1) "n ,不 难 推断 ,如 果 形 式 地 设 0,, =0 ,我 们 将 得 到 史 瓦 希 
EE 由 方程 (7.2.17) 作 变换 o> -w,m—> -m , T 

得 到 函数 G 的 方程 . 下 面 将 证 明 FO, 615 51 7] HE - 轨道 相互 作用 和 其 他 
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的 非 线性 自 旋 效 应 . 
在 非 相 对 论 ( 泡 利 ) 近 似 下 ,函数 G 可 认为 等 于 零 , 而 函数 对 于 束缚 态 可 用 
拉 盖 尔 多 项 式 表 示 . 这 里 ,我们 引入 


w=pte, lel«y, 
得 到 
2 2 
E op cogna L (7.2.19) 
[n [n 2n 


n=] +l+n, 21,2,3,--. 
在 弱 相 对 论 近 似 下 ,将 (7.2.18) 和 (7.2.19) 式 分 解 ,精确 到 vw/e 项 ,并 引入 
坐标 p =r- R, ,我 们 得 到 


M P M CEP 
2 dp p 
=[V + V + y + VČ ]F, (7.2.20) 
式 中 
yp. (7.2.21) 


p 
而 右 端 方 括号 中 各 项 是 微 扰 势 之 和 . 在 这 种 近似 下 ,根据 (7.2. 12) 8 


zug UT 
c- 动 5 aec 


归 一 化 条 件 (7. 2. 16) 可 写 为 


(Te) 


= Ve | 
B ape 1s (723 
2p j 


1+ 


{ad FA! +1 GI )dp -| FI? 


现在 我 们 逐一 研究 每 一 项 微 扰 能 量 . 项 上 "是 和 引力 场 中 粒子 能 量 的 重新 确 
定 相 联系 的 ,这 一 项 没有 解除 按 轨道 量子 数 的 简 并 : 


s S8 ue (7.2.24) 
u 8 n 
项 了 “反映 粒子 轨道 近日 点 的 经 典 位 移 效应 , 它 解除 了 按 轨道 量子 数 的 简 并 : 
Aen d oye, 30M) E Ls |. (33:585 
E p n |l+ d | i 
| 2 
附加 微 扰 Vy” 可 解释 为 引力 的 自 旋 -轨道 相互 作用 ,可 用 下 式 确定 : 
G _ (Lo) dV, 
VO = 7.2.26 
4p p dp | ; 


式 中 
Ls =-(1 +m). 
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上 述 相互 作用 对 于 粒子 能 量 的 贡献 为 
As ka (1 - 8,) 


= 7. 2. 27 
"n 4n mi(l + 1/2) ( ) 


当 m, <0, 即 j=1+ 方 ( 自 施 角 动 量 和 轨道 角 动量 平行 ) 时 上 式 为 正 ; 当 mi > 0, BL j 


=1- 方 时 (7.2.27) 式 为 负 . 
项 V” 也 是 和 粒子 的 自 旋 相关 联 的 : 
Ly y? y 三 《 M d ) 


p 2up(p + R.) dp 
4 4 
uM (1 -ò,) 
= ; E ; (7.2.28) 
2n I(l + 172) (L1 +1) 
在 史 瓦 希 场 中 , 当 2pM<1+ 广 时 ,Dirac 粒子 的 能 量 最 后 表达 式 具有 形式 ， 
sed WM? 3pM 一 一 fe 
M 2n n. | Ro i 3 | 
1 1 2 ] 5 (7.2.29) 
十 1-8 | | 
pi I 9j 


现在 我 们 讨论 由 相对 论 和 自 旋 效 应 所 引起 的 粒子 能 级 简 并 的 解除 (无 论 按 总 
角 动 量 还 是 按 轨道 角 动 量 ). 这 和 平 直 空间 的 库仑 场 中 的 情况 不 同 ,在 那里 和 电子 


状态 相 联系 的 能 量 只 依赖 于 量子 数 和 六 对 于 相同 的 1,m, «0 219 D 的 粒子 系 


能 比 mi > 0( 21 过) 的 要 小 些 .由 (7. 2. 29) 式 已 经 看 到 , 非 线性 自 旋 效 应 的 贡献 
只 对 于 最 低能 级 才能 与 自 旋 -轨道 相互 作用 相 比 拟 . 
2. 克 尔 场 


和 克 和 尔 度 规 对 应 的 y 矩阵 为 
YY=Y，Y=Y+eseY， 
y Y EY, Yo = Ye, (7. 2. 30) 
式 中 gi 为 克 尔 度 规 .采用 定义 (7.2.7) ,并 考虑 到 粒子 所 在 的 区 域 。 "7 1, 可 以 
将 系统 的 哈密 顿 写成 
"100 NR E 
r 


H = H; + H, +H, = H; + 2E, 7 (Ma), (7.2.31) 
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AP H, 是 粒子 在 史 瓦 希 度 规 下 的 哈密 顿 ,Q 是 Lense-Tirring 进 动 角速度 : 
Q-2r'|3(I: mn -I|. (7.2.32) 
在 导出 计算 结果 之 前 我 们 指出 ,相互 作用 五 形式 上 和 中 心 物 体 的 偶 极 和 矩 与 无 自 旋 
粒子 轨道 角 动 量 之 间 的 相互 作用 相符 合 . 但 在 自 旋 粒 子 的 情况 下 EL 对 于 给 
ERS n, lj 已 不 再 是 确定 的 . 这 导致 能 级 的 分 裂 . 对 于 精细 结构 ,把 H 和 自 旋 轨 
道 相 互 作 用 特征 值 VY” 比较 ,不 难 发 现 , 当 pam 时 , 它 导致 能 级 的 上 面 的 结构 . 考 
SEB H(A, + Ha) ,我 们 将 Dirac 方程 写成 形式 : 
iw Ke hal 


2u dp p "m 
si eye vine”, (7.2.33) 
Vy» 
式 中 
|^ = Falp) Vij” (0,9). (7.2.34) 
经 过 不 太 复 杂 的 计算 ,可 以 得 到 
_ 4m pa(WM) | m| 
VD = STET Cu | me ; (7.2.35) 
| NE +1) 
和 
eK i | zs r2 
t | 2 | Lm 4 | 


1 Ma 
m - (ord (21 - 1) (21 - 1) (20 +3) 


(7.2.36) 
所 以 ,所 有 处 于 基态 以 外 的 电子 的 能 级 都 分 裂 为 27 +1 子 能 级 (分 别 对 应 于 总 角 动 
量 在 场 源 转动 轴 方 向 投影 的 可 能 值 ) : 


no AC )- 2m; ua ( pM)“ 


21 +1 Tr a ica 
| EA +1) 
pd sy | 
2| mil : 
" | (21 - 1) (20 +3) (7.2.37) 
alae) | eigen yeaa 2 
(21 m Le 


Cle DiGi) 
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在 上 式 中 , 当 j = Deorum) «0 BLE AER j= 1- ms > 0 时 取 下 面 的 
3-9 
3. 准 束缚 态 能 谱 

我 们 要 指出 ,相对 论 效应 ,中 心 质量 的 旋转 和 粒子 的 自 旋 ,使 得 史 瓦 希 场 和 克 
尔 场 中 Dirac 粒子 的 准 束缚 态 能 谱 具 有 复杂 的 结构 . 特有 的 相对 论 效应 是 在 史 瓦 


希 场 中 能 级 2p 和 2s 的 分 裂 , 而 且 由 于 引力 的 轨道 - 自 旋 相互 作用 ,存在 两 个 可 能 
的 跃迁 : 


» 
ae 


Ex, 2 Es _ 28 GuM 


uc 296. hc |" 

Es — E | y 

2p3/2 2 _ 31 CH (7.2.38) 
Mc 96. hc x 


史 瓦 希 场 的 这 些 情况 和 在 平 直 空 间 中 的 库仑 场 中 的 情况 不 同 . 男 一 个 区 别 是 在 s 
态 不 存在 接触 相互 作用 ,还 有 非 线性 自 旋 效应 的 影响 . 

受 中心 旋 转 质 量 约束 的 偶 极 子 - 轨 道 和 偶 极 子 - 自 旋 相互 作用 哈密 顿 
(7. 2. 31) ,其 外 部 形式 类 似 于 氧 原 子 的 相对 应 的 高 能 态 精细 结构 的 哈密 顿 . 但 是 
在 我 们 讨论 的 情况 下 同样 不 存在 接触 相互 作用 . 电子 的 有 效 引力 g 因子 等 于 1 ,而 
电磁 的 g 因子 等 于 2. 我 们 讨论 的 相互 作用 使 2p,; 能 级 分 裂 为 两 个 子 能 级 ,2p;: 能 
级 分 裂 为 四 个 子 能 级 . 其 中 ， 


pe? aac|| ca 


m.= x1/2 1 

AES. =e 15 | irm E (7. 2. 39a) 
dieu 1 | pac || GuM|* 

AE, ds -t 24 : o | , Ch 2. 39b) 
m.- + 3 Í Jf J? 

AEQ UU. i "| | | i (7.2. 39c) 


Dirac 粒子 最 低能 级 的 分 布 如 图 33. 所 示 . (a) 是 类 氧 原子 在 史 瓦 希 场 中 简 并 的 
非 相 对 论 能 谱 ; (p) 是 在 史 瓦 希 场 中 考虑 到 相对 论 的 和 自 旋 的 效应 ,消除 了 按 轨 道 
量子 数 和 内 部 量子 数 的 简 并 ; (e) 是 在 克 尔 场 中 消除 了 能 谱 的 空间 简 并 . 右 侧 的 数 


43/2 
28 2P  2P — Z 1/2 
1/2 12 32 2P m a 
32 =~ 372 
2P PERF 
12 二 +12 
12 
Sip 1S 
1/2 
(a) (b) (b) 
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字 表 示 总 角 动 量 在 中 心 质量 转动 轴 上 投影 的 值 . 
最 后 我 们 指出 自 旋 效 应 的 作用 . 当 pM ~ Mu 时 ,引力 的 自 旋 - 轨 道 相 互 作用 变 
得 十 分 明显 . 在 跃迁 (7. 2. 38) 中 辐射 的 波长 约 为 


-12 VW ， 
oa [a14] gig? 39x e "| (is Maj =o! TEE 
| 1.02 | R, | | 4 Aj = 1) 


HI 2*4 £i A 5| 73 Joi" 53 8 E EHE TE FY, T 88 HB 2 8 A , Jo ft SR (R, < 
10 ^em) 可 能 起 这 样 的 “原子 ”的 作用 ,这 些微 黑洞 的 能 级 被 充满 ,并 处 于 量子 的 
热力 学 蒸发 状态 . 

如 果 pac ~h, 则 中 心 物体 的 偶 极 矩 与 粒子 自 旋 的 相互 作用 也 变 得 十 分 明显 . 
当 a—GM/c. All pM/M,, ~ m; 时 ,能 谱 的 结构 将 在 很 大 程度 上 决定 于 非 线 性 效应 . 


7.3 ”电子 在 微 黑洞 场 中 的 有 限 运动 


假定 微 黑洞 (WM<<10 g) 具 有 角 动 量 c< M ,所 荷 电荷 远 小 于 临界 值 (z = Q/e< 
137) . 本 节 对 Dirac 方程 取 某 种 近似 ,讨论 电子 在 微 黑洞 引力 场 中 的 有 限 运动 . 在 
这 种 情况 下 ,粒子 的 运动 是 非 相对 论 的 ,而 能 谱 是 类 氧 的 . 黑洞 的 角 动 量 对 粒子 系 
能 的 影响 是 很 小 的 和 不 重要 的 (对 于 确定 电子 被 黑洞 俘获 过 程 中 能 量 的 衰减 ). 与 
标量 粒子 不 同 , 当 w « m;Q, +e 时 ,电子 能 量 只 有 衰减 ,没有 激发 ,引力 的 自 旋 - 
轨道 相互 作用 对 于 衰减 的 大 小 有 强烈 影响 . 自 旋 反 平 行 于 轨道 矩 的 电子 的 俘获 概 
率 大 于 自 旋 平行 于 轨道 矩 的 电子 的 俘获 概率 .*- 态 电子 在 史 瓦 希 场 中 能 量 衰 减 比 
标量 粒子 基态 能 级 的 衰减 小 8 fü. 

(1) 我 们 由 下 面 形式 的 拉 格 朗 日 出 发 ; 

L = jiy'( V, +ieA,) — pb, (7.3.1) 
AP A, 是 黑洞 的 电磁 势 ,e 和 上 几 是 电子 的 电荷 和 质量 . Dirac XB eiii e e ARX: 
yy +yy = 2g". 


IRA y" All 的 表达 式 : 


TRE 0 s PIE (7.3.2) 
Tis 0 Qı 
我 们 得 到 旋 量 形式 的 Dirac 方程 : 
Los( V, + ieA,) P" =- iuQs, 
Bo" (V, + ied.) Qs =- iP“. (7.3.3) 


y 具有 形式 : 
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PEPER In] [S] PEERAR (L, n,m, m ) HEREC’ Ay’ 相对 应 .分 量 P 和 0 旋 基 的 投影 ; 


P P +PX,0 = Ob, + Oru. (7.3.4) 
采用 (7.3.4) 式 ,并 引入 Kinnersley 标 架 ,在 Dirac 方程 中 借助 于 代 换 


(-) (-) 
nint imd S$ (0) R(r) 


Pu =e = d 
2(r - iacos0) 
G) ©) 
0; ee PE, (7.3.5) 
eo + iacos0) 
f (+) 
pros (6) R(r), 


(+) 


Qi 2e mA S (0) RCO), 
式 中 ， 
A=r -2Mr*Q +a. 


(+) (-) (+) (-) 
我 们 得 到 关于 S, SMR, R 的 四 个 方程 . 
二 


(-) C 
| $(020)1«o, | $(0-2m)I«o, (7.3. 6) 


Am, 
D 1 d| ng 了 | mm”- mcos9 + 1/4 
"sinb dol F” qo) sin 0 , 
1 = Xx Sm sinO s 十 cos m + awsin 0| + awcosð — a w sin 6 
- a pcos O(A — KORCT aHT a paa3lle/Iegnus) , (7.3.7) 
(+) t=} 
S(m-8) = S(0). (7.3.8) 
对 于 径 向 部 分 ,我 们 得 到 
(+) 
i2 [ao cio. 
(-) (+) 
ri cei E n (7.3.9) 
dr A 


求 出 R ,我 们 得 到 关于 R 的 二 阶 方程 : 
Er m ipA |d , K «i(r - M)K 


入 + iur! dr A 
(-) 
SD eee es" 4 E = 0， (7.3.10) 
ipr 


式 中 
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K 2 (r +a)w - ma * eQr. 


我 们 还 得 到 


JA ec oe 
(2) 34a =0 时 ,方程 (7.3.6) 和 (7.3.7) 过 渡 到 函数 P,, (n = 1/2) 的 微分 方 
fe. 因此 , 当 


j=1/2,3/2,5/2, = 
m2m,-z1/2,x3/2,-,j (7.3.11) 


BY, S (0,0) =P Cos) MURIEL A. A (0) = mi + | jet | 对 应 于 闵可夫 其 
基 空间 有 心力 场 中 算 符 
K = B[(o* L) +1] 
的 本 征 值 . 对 于 第 二 个 角 函 数 有 
$(8,0) = (- IY E iP, 1. 

M maxiao, uo | <j 时 ,可 以 采用 微 扰 理论 来 计算 第 一 个 线性 算 符 的 本 征 值 : 

2 1 ey acm; 

入 t2aom, - g = jG +1) IG +1) (7. 3.12) 


(3) 由 方程 (7.3. 10) 和 (7.3.9), 可 以 确定 径 向 部 分 通 解 的 渐 近 行为 . 当 r9 
20 和 ow < u, RRIA 


©) ) 
R(r) Cie Ose, (7.3.13) 
(435 wl Q 
R (r) ssas e +e , 
u! w 
式 中 
dr 2 2 
—— = (r +a )/A, Q= dM -o. 
dr 
“ror, =M+ M -Q -a , 即 在 视界 附近 , 解 应 具有 形式 


-1/2 -i(w-mNy+teVy)r* 


(入 t ipr)A,A e re ur i ud 
(r,- r.) (172 - iD) ad ? 


RG)- 


(入 -ipr)4A e parue 
(r,-r_)(1/2 * iP) í 
WPT =K(r.)/(r. =r- ). 有限 运动 的 边界 条 件 对 应 于 4. 20 和 波 函 数 在 无 限 远 
处 的 限制 c, =0. 
(4) 径 向 方程 (7. 3. 10) 的 解 在 我 们 的 近似 下 可 以 在 坐标 r 的 三 个 区 域 得 到 


(i) I Jr fà (7.3. 10) 具有 线性 独立 的 解 . 


(+) 
-i(o-m Qy*eVy)r* 
R(r) -Ae PT p 


(7.3.14) 
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R” r-r, PIU. Tp „F, 
D TS Sy Te Py S 
| rr | 
ld aed Aenea j (7. 3.15) 
x Tem Ta 
TS NE — 
R" = -| a -i ki, I K1;1/2 -2il ; —— 
Sg ETE y r-r” 
(HITIK ml),k =m. (7.3.16) 


不 难 发 现 , 解 (7.3. 15 ) 式 描述 落 向 黑洞 的 电子 波 . 在 任意 自 旋 的 情况 下 , 它 可 以 
写成 


R” dei. > ood Fi 
DERE T,—T. Teor 
-r. 
X|-j-syj-s-l;jil-s-«2iP j (7.3.17) 
| — rj 


AF, 
s=0,+1/2, a 
j=lsl,lsl+i,ls1+2,-- 
(XH s =- 1/2). 

这 个 函数 在 rr. 时 的 渐 近 行为 可 表示 为 


系数 的 比值 对 于 得 到 运动 的 基本 性 质 是 很 重要 的 ,在 整数 自 旋 和 半 整 数 自 旋 的 情 
况 下 这 一 比值 是 完全 不 同 的 : 


ER 
p 


— sd CBS. (7.3.18) 


= r_? 


in 
r 
475 i j+1/2[ 


p=1 


4r? | 
ee NE 
(p - 172) 


Bi ep 
G-s)!G+ts)!p2 ; 
x jomga +j). (7.3.19) 
括号 下 面 一 个 式 子 对 应 于 半 整 数 自 旋 , 作 代 换 工 一 -工时 不 变 号 ,与 整数 自 旋 的 情 
况 不 同 , 这 和 电子 .中 微 子 没有 超 辐 射 相符 . 我 们 还 发 现 ,从 视界 传 出 的 波 ,系数 比 
的 符号 不 同 : 


out out in in 
B,, /Bi, Re B,,/B,,. 


m, | 
(ii 2 在 这 个 区 域 , 必 须 准确 考虑 径 向 方程 中 的 各 项 . 通 解 具 有 
uM 


多 项 式 形 式 : 
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R(r) br" Fi eee er ee ae be ed Ed 
eh IE D) = be) EE 
l 1 J 
u ! | 


LU me i (7.3.20) 
lae] 2172 
式 中 ， 
pad pLa M eu k > 0; aot 
2| 2 č likl-1=j-1⁄2, k<0.) 


AM b, Ab h AX R AR" HSK IM 2M<r< 上 内 的 吻合 来 确定 . 


Gid 二 ur 在 这 个 区 域内 波 函数 具有 库仑 性 质 . 与 所 选择 的 无 限 远 边界 
Kia E 似 相对 应 的 解 ,可 用 里 函数 表示 ， 

R? (n ety LE pj EME wed + 21,204]. (7.3.22) 

(5) 解 电子 的 Dirac 方程 的 程序 和 标量 粒子 情况 的 不 同 在 于 中 间 区 域 


legia | ,在 该 区 域 中 波 函 数 用 解 ET (7.3.20) 式 ] 描述 , 库 仓 函数 和 角 


(7.3.17) 4 s =0 时 可 在 区 域 iue 中 吻合 . 在 研究 中 微 子 的 非 有 限 运动 时 


不 需要 这 个 解 . 自 旋 为 1/2 的 有 质量 粒子 势 的 类 似 区 别 是 和 引力 的 自 旋 - 轨道 相 
互 作用 相 联系 的 . 这 一 相互 作用 从 根本 上 影响 到 电子 在 强 引 力 场 中 运动 的 性 质 . 比 


a Pearce | A n GO EDU "TITO 


合 的 条 件 : 


ni EE: |j cob 
acu (p - 1/2) ur. - r.)| 
"T AT — ur. -r-) 
ili | 

Ue A 


uM + weQ| 
,QDIQUE1)! — 0 E | 
uis Pg pde eod 

2 ` Q J 


Piei 


w M + weQ | 
Q J , 


(7.3.23) 
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Hb ET 函数 对 数 的 导数 . 我 们 用 /改写 上 式 是 为 了 便于 与 标量 情况 比较 . 显 
SR, RA OCS o 对应) 取 复 数值 , 解 (7.3.23) 式 才 是 可 能 的 ,此 时 有 


Q = Q + ie,e< Oh. (7. 3. 24) 
假设 作为 零 级 近似 条 件 
1+1 Lo ee e (7.3.25) 


BOL Ae EA XB K R 的 限制 条 件 , 则 可 用 逐次 逼近 法 确定 其 值 . 0 对 应 于 平 直 
空间 类 所 原子 理论 中 电子 玻 尔 半径 的 倒数 : 


ds ae DEUM QUE Lucr uas e pud ess (7.3.26) 
n 


数 为 主 量子 数 , 它 确定 电子 在 黑洞 引力 场 中 能 谱 的 图 像 ; 
ES np o OM + e9) 
EA 2n 


1 + 2il S f (7.3.27) 


在 所 讨论 的 近似 下 ,束缚 在 黑洞 势 阱 中 的 电子 ,其 能 级 是 简 并 的 . 当 k = -1-1(j= 
Le) fioi 21 -小 ) 时 , 系 能 是 相同 的 ,这 对 应 于 有 心力 场 中 电子 能 级 的 简 


并 .严格 讲 , 这 仅 对 无 旋转 的 中 心 物体 才 是 正确 的 ,但 是 在 所 讨论 的 情况 下 ,黑洞 的 
旋转 对 系 能 的 影响 很 小 . 在 我 们 的 近似 下 ,极限 eQ— - pM OSEE T BET BR Hug 
HEJ ze JG BR ur Ab. 极限 M0 过 渡 到 库仑 场 . 我 们 还 发 现 ,在 所 假定 的 限制 条 件 下 ， 
引力 的 自 旋 -轨道 相互 作用 对 系统 的 影响 比较 弱 . 对 于 标量 停电 粒子 的 能 量 公式 
(在 R-N 场 中 ) ,情况 完全 类 似 ,但 是 没有 和 粒子 自 旋 相 联系 的 简 并 . 在 两 种 情况 下 
势 阱 都 不 深 ,能 级 都 是 非 相 对 论 的 . 

(6) 我 们 现在 把 电子 能 量 的 衰减 (能 级 降低 ) 与 标量 荷 电 粒子 在 R-N 场 中 对 
应 的 量 进行 比较 . 考虑 到 近似 ,我 们 有 


| a -4r| 6-7 ul 
~ Qo atm 2 


M 
fas. 
p 


p=1 


QUID, ced... 
(2141)!!! (n-1-1)! n’ 


(7.3.28) 


él (2) 


4T pore 
(p - 1/2) lur. =r-)| 
Qo Ar etr. | 

(p -1/2)°!12(21 +1)! 


1+ 


. 296- 第 7 章 ”黑洞 的 引力 效应 


1 (n+l)! 
(20 (214 1)! (n-1-1)!n' (7.3.29) 


式 中 ， 
T, = Crees ma eat. 

括号 中 上 面 的 式 子 对 应 于 k >0, 下 面 的 式 子 对 应 x «0. 因此 ,引力 的 轨道 - 自 旋 相 
互 作用 导致 与 自 旋 方 向 反 平 行 的 轨道 角 动 量 的 粒子 能 量 衰减 是 具有 平行 轨道 角 动 
量 粒子 衰减 的 k=4(21+1) /w À (r-r) 倍 .这 一 效应 随 着 黑洞 质量 的 减 小 和 
它 的 电荷 的 增 大 而 增 大 . 有 趣 的 是 , 史 瓦 希 场 中 电子 基态 能 量 的 减少 比 无 自 旋 粒 子 
的 减少 小 8 倍 . 无论 电子 还 是 标量 粒子 ,能 级 的 衰减 随 着 轨道 角 动 量 和 径 向 量子 数 
的 增 大 都 迅速 减 小 . 电子 能 级 衰减 对 于 总 角 动 量 在 黑洞 转动 轴 上 投影 的 依赖 性 当 
ma/M<1 时 ,特别 是 对 于 比较 小 的 角 动 量 ,是 很 小 的 . 那 时 和 在 标量 粒子 的 情况 


F EEN. a) 导致 训 减 参量 迅速 减 小 . 在 点 a/M~4Mh+ “《 变 为 零 并 


改变 符号 . 这 对 应 于 向 激发 的 过 渡 ,与 粒子 的 产生 效应 相 联系 . 当 m <0, 黑 洞 俘获 
标量 粒子 的 概率 随 a 增 大 . 还 可 以 发 现 , 在 我 们 所 取 的 电磁 场 近 似 (eQ<1) 的 情况 
下 ,在 不 转动 黑洞 的 引力 场 中 ,不 可 能 过 渡 到 激发 (在 有 限 运动 情况 下 ) ,与 标量 粒 
子 在 非 有 限 运动 时 的 超 辐射 散射 不 同 , 因 为 在 推 斥 的 情况 下 势 阱 不 够 深 . 在 R-N 
场 中 标量 粒子 基态 也 不 出 现 这 个 效应 . 图 34 中 描述 了 电子 * SA p 态 以 及 标量 粒 
子 的 能 量 衰减 对 于 黑洞 参量 的 依赖 关系 . 


ai 1 / is 
/ — / 
0 / Qy / : 
s / : 
j / rà " m--l s 
/ K-41 | mat 1/2 
į / 
e=0 p Hoc pd 
, Ta " ri -0 
/ e=l; 2 n 
/ 
K=-1/ 人 六 d m=+1 
/ 1 t. ja 
7 z K472, H 
d (a/M), eQ L^ Ima 1/2, £3/2 (a/M), eQ 
-uM -uM uM 
图 34 


7.4， 旋 量 和 零 标 架 的 应 用 


应 用 旋 量 和 零 标 架 方 法 计算 相对 论 性 所 原子 的 能 级 ,所 得 到 的 结果 和 用 工 称 
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阵 方法 得 到 的 结果 相同 ,但 不 必 明 显 地 使 用 任何 对 易 关 系 . 只 要 构造 的 零 标 架 合 


适 , 就 可 以 自动 地 使 狄 拉克 方程 退 耦 和 分 离 变量 . 对 于 比较 复杂 的 弯曲 时 空中 的 狄 
拉克 方程 ,用 矩阵 方法 很 难 求解 ,但 是 用 旋 量 零 标 架 方法 则 比较 容易 求解 . 为 了 


显示 这 一 方法 的 优点 ,本 节 以 闵可夫 斯 基 时 空中 的 氧 原子 为 例 , 介 绍 这 


l. AX GL FALE GR OD BRS 
闵可夫 斯 基线 元 可 以 写 为 
ds = dé - dr -rd6 -rsin Odd. 
相应 的 零 标 架 可 构造 为 
1 


is T. n, = =(1, - 1,0,0), 
2 2 


RENEA m, = L - irsin0). 
2 了 
类 氧 原子 的 电磁 4 维 势 可 写 为 
S (1,0,0,0), 
其 中 Q =ze,z 为 电荷 数 . 由 (7.4.2) 式 可 以 求 得 旋 系数 : 
K=T =e=N=o=v=7=Y=0, 


1 1 
— B= = - —cotð. 
p p a p 
用 旋 坐 标 表 示 的 Dirac 方程 为 
2t as + dedas) P^ + inOs 
2t as — ieAns ) Q^ + ipP, = 0, 
Hop pÆ Dirac 粒子 的 质量 . 由 (7.4.5) 式 两 方程 可 得 


p-^m- 


0, 


一 方法 . 


(7.4.1) 


(7.4.2) 


(7.4.3) 


(7.4.4) 


(7.4.5) 


2(D+e-ptied,l")F, + 2(8+ m - a ieA,m") F, - ipG, =0, 


DB(A*y- y ieA,n ) F, + D(84 B- v +ieA,m")F, -inG, =0, 


D(D+e° -p° +ieA,l")G, - 2(84+ 7° -oa + ieA,m")G, - iuF, = 0, 


D(A+p -y -ieA,n')G, - 2(5+ B° -r° +ieA,m")G, - ipF, = 0. 


Xm, 
pis op ERE NEA 
bl ðt ðr bl ðt ar! 
s-1| 1 ð i æa) 
2 r 00  rsin0 dd!’ 


(7.4.6) 
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CNN ECC NEC 
b. r 00  rsin0 dd) 
将 (7.4.4) 和 (7.4.3) 式 代入 (7.4.6) 式 ,得 到 


à ð 1 iQe 19 i 9 1 | y 
(OL or r * r j^ T r 30 dud 0 中 3 ous Inet SO 
(a ə 1 iĝe), | 18 i a 1 | - 
| Ot + ðr m r T r |t zs r 00 rsin0 0 中 on perd 
(a ə lioe | 18 i a 1 | B 
ðt or r J r je L r 00 rsin0 0 中 g 9 E HUMEUR 
à ð 1 iQe| (19 i ð | UM 
| ot T ðr 5 r i: r [e L r 30 ' rsinð 0 中 a rupe 
(7.4.8) 式 可 以 改写 为 
[oa 1 0 2 0 3 0 i 1 olQe . 
a P a ar eg +y coth oy ipl) V 
其 中 ， 
0 0 1 0 0 1 0 
o JO 0 0 1 1 0 00 -1 
y = , y = ? 
1000 -1 0 0 
0 1 0 0 0 1 0 
0 0 0 1! 0 0 0 -i 
se 0 1 0 y _ 1 0 1 0 
r| 0 -1 0 0? rsinü 0 i 0 |” 
-1 0 00 -i 0 0 
CES E 6 6, 
T 为 转 置 算 子 . S 
1 A 
V r( sinQ) ^ Mu 
并 代入 (7.4.9) 式 ,得 到 
| v à 1 0 2 0 3 0 oiQe . jas 
= 0 
a f ga ee aa ccc Mes a 


式 中 
d 5 0055.65) 

(7. 4. 13 ) 式 也 可 以 写成 
fa ð iQe 


1|9 i ð 
(Ot Or rj 


1 


rL00 sin0 dd) fai Oi, 


(7.4.7) 


(7.4.8) 


(7.4.9) 


(7.4.11) 


(7.4. 12) 


(7.4.13) 


(7.4.14) 
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0 ð ioel 和 1 9 i alg. M 
ai o r J£ r| 90 sind an pepe D. 
[ð a tO elas. 19 i 9 gL 
| ar or r logicus ano a het D 
9 a ioel GRE NEMESIS E 
dE dr og jet r 30 sind ag) € i Gee) 
由 于 联 立 偏 微分 方程 (7. 4. 15) 的 系数 不 含 : 和 中 ,可 设 
Fee" "6 (7,8), 
G se (r8), f= 1,2. (7.4. 16) 
j8 (7. 4. 16) 式 代入 (7.4.15) 式 ,得 到 
| . 0 iQe | 1| 9 m | . B 
i ent r fi rl 80 * sind? ipti =0, 
: 0 iQe| 1| 9 m | : " 
um r Ve 71 00 sino" ~ ings =0, 
: 0 iQe | 1| a m | SAn k 
ES "ELI + r 30 andi: “es 
0 iQe | 1| 9 m | aod 
l i a r jee rl að  sin0/^ iss (14.17) 
为 了 进一步 分 离 变量 , 令 
fi(r,0) =X,1 r)P.1 (0), 
f(r,8) =X-1(r)P-1(0), 
gi 0,9) 2X 1G) P109), 
gi(r,9) =X (7) P.1 (9). (7. 4.18) 
把 (7.4.18) 式 代入 (7.4.17) 式 ,得 到 
| ries 9 ioe ] EE S 
mp e : [X tipk-f]P.t *| 30 * che AAP SS 
ll... ð iQe| ] dee | 
r| | | 三- 二 | 0 zing P9 
| oy ee ee i: 
ine or or [Ar Eum | 90 ^ sind depot 
p, 9. 10e] e ill [9 _ m] ` 
ni SEE 2 [Xa +ipX 5 )P-7 =] 30 sng| Az P te =9- (7. 4. 19) 
为 了 满足 上 列 方程 ,只 要 有 
| | ip+ à Qe x eiua] -XX.1, 
QE 
ECHTE 
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| pd cue Xag tipan = 入 ;大 1， 
l or r | 2 2 2 
| à m | 
[80 sing) tr 5 MPH 
| ip -2 ue Xi zm AN;3X ,1, 
l or r 
e n 
| 90. ETT dod os 
| | T Xp tity) =X 1, 
m M 
70 and = ; 7.4.2 
(00 sin@! pee ( 0) 
为 了 使 (7.4. 20) 式 中 各 式 自治 ,应 该 有 
Ni =-\, =-A3; =~Ag AM. (7. 4.21) 
将 此 式 代 入 (7.4.20) 式 ,得 到 独立 的 方程 : 
| ig + 3. -x Axa +ipX 中 =、 NX, (7.4.22a) 
` or : 2 
T nE 
Pr =-NP,i; 7.4. 22b 
(88 " sind) 7 an ( ) 
0 iQe | . - 
r| | iE --— -= |X- +i, | 2-XiX.1, (7.4.22¢c) 
or r- g s t 
P Wm peras Oy (34:234) 
-00  sinQ^ ^? 2 


此 即 分 离 变量 和 部 分 退 耦 的 方程 . 
2. 级 能 分 式 
(7. 4. 22b) 式 和 (7.4.22d) 式 可 以 得 到 


[Jg : : f 
a ee e M - 0, (7.4.23a) 
- dé sin 0 sin 0 小 v 
d 0 : ) 
IM Ed eee (7. 4. 23b) 
x sin sin A 
A 
= +a + cos0), (7.4.24) 
则 (7. 4. 23b) 可 写 为 
[ A 
a- iad z| (1 2:5 +[ Az 


| 1 | 
+ lm- Tm(m+1)] [P4 = 0. (7.4.25) 
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这 一 方程 的 一 个 解 是 


1 1 f ) 
y ev 7 0r n2)" F| ds -入 ,二 -miz . (7.4.26) 
为 了 使 超 几 何 级 数 在 某 一 项 截断 ,成 为 一 多 项 式 ,入 必须 取 整 数值 . 
& 
Xa se"Ri,X1 se "Ri, (7. 4.27) 


SOB oc (yo - E) 46 (7.4.27 ) SERA (7.4. 22a) , (7. 4. 22b) KATE 


ie -Qe Rs eia -à "- 
- dr r 
| £ a - iE ielo, iphR, = ÀR.. (7.4.28) 
A 
Ra = bsr RL sd. (7. 4. 29) 
式 中 
S= (NX ams 
将 (7.4.29) 式 代入 (7.4.28) 式 并 比较 级 数 中 "项 的 系数 ,可 得 
(s +v)b, - (a — iE)b,., — iQeb, + ipd,.. - Ad, = 0, 
(s v)d, - (a + iE)d,, + iQed, - iud, - Ab, 20. — (7.4.30) 
利用 熟知 的 级 数 求解 方法 ,由 (7.4.30) 式 可 以 导出 
a(n +s) + EQe = 0, (7.4.31) 
Fep n WIERZ. 由 (7.4. 31) 式 可 得 
j Qe -1 
E = 7.4.32 
put (n + > ( Re 
正 能 解 为 
Oe id Qe E 
E zd | - xcd | e (0.438 
K o ] (n + e M 
恢复 使 用 CGS 单位 制 . 令 a e /eh FER Q 2 ze. 于 是 (7.4. 33) 式 可 以 写成 
Pee ia = I (7.4.34) 


(n+ A -za) 

(7.4.34) 式 就 是 计 入 相对 论 效 应 类 氧 原子 的 能 级 公式 . 
从 上 面 的 计算 可 以 清楚 地 看 到 旋 量 零 标 架 方 法 的 特点 . 这 个 方法 对 Minkowski 

时 空 类 氧 原子 的 Dirac 方程 的 求解 ,不 需要 计算 任何 对 易 关系 ,只 要 构造 的 零 标 架 

合适 ,就 能 自动 地 求解 . 

通常 总 是 把 旋 量 零 标 架 方法 和 静止 质量 为 零 的 粒子 (比如 光子 .引力 子 等 ) 的 
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辐射 和 传播 等 一 类 的 问题 联系 在 一 起 . 本 节 的 结果 指出 , 旋 量 零 标 架 方法 可 以 用 于 
计算 静止 质量 不 为 零 的 粒子 的 束缚 态 能 级 . 


7.5 X RH ALIE TE 


本 节 通 过 微 扰 和 退 耦 的 计算 ,表明 在 克 尔 时 空中 对 于 静止 质量 为 零 . 自 旋 为 任 
意 值 的 粒子 场 ,所 有 场 分 量 都 可 以 退 耦 . 然后 应 用 零 标 架 法 证 明 只 有 中 微 子 场 的 两 
个 分 量 和 电磁 场 的 两 个 分 量 可 以 分 离 变 量 . 

1. 场 方程 

静止 质量 为 零 的 旋 量 场 方程 具有 形式 : 
"Eco. = 0 (7.5. 1a) 


V 
或 者 

- aE 7 20. (7.5. 1b) 
其 中 ;是 旋 空间 的 协 变 微 商 ; 旋 量 E ”“” 是 场 量 ,大 写 拉丁 字母 4,C,D 等 表示 
旋 空 间 的 坐标 指标 , 取 值 为 0 或 1;B 是 共 斩 空 间 的 坐标 指标 , 取 值 为 0 或 1; 场 量 
EOE IRER A, C, D, e, J, K 一 共有 2;s 个. 场 量 对 所 有 指标 全 对 称 ,对 于 一 定 的 s 
一 共有 2s +1 个 场 分 量 . 

(7.5.10) 式 可 用 旋 空间 的 标 架 表示 : 
T =0. (7.5.2) 

式 中 小 写 拉丁 字母 cc,d,… 沁 大 表示 旋 空 间 的 标 架 指标 , 取 值 0 Be 1. 0 ESE HE aS 
间 的 标 架 指标 , 取 值 0 或 1. 同样 , 场 量 E XEBUI IS BR aue d j,k BM. 
由 (7.5.2) 式 可 以 直接 导出 黎 曼 空间 的 标 架 方程 : 
[A«*2(s-t- Dy + Qs -ny 
=[8+2(s =f) B= r4 1Yv Wo, 
- (2s =t =1) this - tow = 0, (7. 5. 3a) 
[D+2(s-the- (1 +1) p] yy, 
-[5+2(s -t-l)a + (2s -t)m]U; s -t+l 
eoi. + (2s —t-1L)dAW?,, = 0. (7.5. 3b) 


gEUU"a(-pD'u.g ”的 指标 中 有 p 个 0,(2s -p) 个 1. (7.5.4) 
这 里 场 量 ”的 右上 指标 (s) 表 示 自 旋 , 右 下 指标 i 表示 场 量 的 各 分 量 ,i 取 值 0， 
1,2,…,2s. 不 允许 取 其 他 值 , 或 者 说 , 若 出 现 其 他 值 则 该 场 量 的 这 一 项 应 为 零 .D， 
A,8 和 5 是 N-P 特别 规定 的 偏 微 分 算 子 的 符号 ;p,B,7 等 是 N-P 特别 规定 的 旋 系 
数 ,t 取 值 0,1,2,…,2s -1, 所 以 一 共有 4s 个 场 方程 . 
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当 s=1/2,1 和 2 时 ,(7.5.3) 式 分 别 是 用 旋 系数 表示 的 中 微 子 方程 .电磁 场 方 
程 和 引力 场 方程 . 

2. 微 扰 和 退 耦 

用 角 标 4 表示 不 存在 微 扰 时 的 物理 量 ,用 角 标 B 表示 一 阶 微 扰 量 . 标 架 等 可 
写 为 


peg £d n =n +n, 
D = D’ 12D. p=p +p, 
这 样 ,方程 (7. 5. 3) 变 为 
1[A+2( -ti-1)y+(2 -Dp +[A+2Gs -tl1)y+ Osan al 
x( + Wor) - {[8+2(s -DB- (t+1)7] 
+[8+2(s - 0B Go D] OBI, + do) 
c py +v) (paaa + Yaa) 
-ia x0 yu + Paai) = 0, (7.5. 5a) 


I[D +2(s-t)e-(t+1)p]+[D+2(s-t)e-(t+1)p]"} 
x(a +n) = [+2(s 21-7 1)o + (2s 2 0)m]' 
+[5 +2(s -t -1)a + (2s - t)m]" y+) 
+K’ + K ) (an F Paa) 


+(2s -t -1) x(O EA ) pha + Yaa) = 0. (7.5. 5b) 
按照 黑洞 的 半 经 典 理论 ,对 试验 粒子 场 有 
| 20, i20,1,2,--,25. (7.5.6) 
对 于 嘱 类 时 空 , 有 
K =o =v 2A =0. (7.5.7) 


只 计 及 一 阶 小 量 ,(7.5.5) 式 变 为 
[A+2(s -1-1)y+(2s = YER] ossa 
-[842(s -1)B- (t+1)7] wi. - 0, (7. 5. 8a) 


[D+2(s -te (t+1)p] pan - [5+2(s -1t-1)a 
+(2s - t)m] Wu =0, (7. 5. 8b) 
式 中 1 取 值 0,1,2,…,2s -1. 微 分 算 子 和 旋 系 数 是 正常 量 , 描 述 试验 粒子 的 场 量 
y; 是 一 阶 无 穷 小 量 . 在 以 下 的 计算 中 我 们 将 省 写 角 标 A 和 好 ,恢复 使 用 角 标 (*). 
Teukolsky 曾 导 出 以 下 的 对 易 关 系 : 
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[D-(p+l)ete *qp-p ](8- pB * qr) 
-[8-(p+1)B-a +T *«qr](D - pe*qp) - 0, (7.5.9) 


式 中 p 和 4 为 任意 常数 . 
A 


p-2-2(s-t),q =- (1*1), 
则 (7. 5. 9) 式 变 为 
[D + (2$ 2t —-1)e e € -(t+1)p-p ][5+2( -1)B- (t+1)7] 
-[8+(2s-2¢-1)B-a +7 - (t+1)7] 
x[D+2(s-t)e-(t+1)p] =0. (7. 5. 10) 
JH 
[D«-(2s-2:1-1)e«*e -(t*1)p-p | 
作用 于 (7. 5. 8a) &, H 
[8+ (2s-2: - 1)B- a^ +m - (t+1)7] 
作用 于 (7. 5. 8b) 式 ,然后 相 加 ,并 考虑 到 (7.5. 10) 式 ,得 
{1[D+(2s -21:-1)ete - (t+1l)p-p | 
[A+2(s-t-1)y + (2s - 2) X] 
-(8«-(2:s-2:- 1)gB-a' +T - (t+1)7] 
x[8 +2(s -1- 1)a + (2s - t) m] lii. = 0. (7.5.11) 
“BM 1 取 值 0,1 ,2,…,2s -1, 我 们 得 到 2; 个 场 量 的 退 耦 方程 . 
做 对 换 ln, mem, MA DOA, SOS, KO -v,mo -T,£^ -y,po^ - y,Ae - 
o ,Qa - p. ERE (7. 5.9) REN 
[A*(p*Dy-y -qu* gu ][8 * pa - qm] 
-[8+(p+l)a+B -7 -qu](A*py-qpu) 20. (7.5.12) 


A 
p =2(s-t-1),g =- (2s - t), 
上 式 可 改写 为 
[A+ (2s-2¢-1l)y-y +(2 - t) * V ] 
x[842(s -1-1)o + (2s - 1)m] 
84(2s-2t - Da * B -r° + (2s - t)m] 


-[ 
x[A+2(s-t-1)y+ (2s - t) n] =0. (7.5.13) 
由 (7.5.13) 式 和 (7. 5. 8) SCS i OL 8l 
I[A-(2s5-2—t - 1D y - y" «(2s -t)p+p ]LD *2(s - t)e - (t+1)p] 
[8+(2s -2 -1)a +B -r° [uim] 
x[8 +2(s-1)B-(&+1)r]y?, = 0. (7.5.14) 
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当 上 取 值 0,1,2,…,2s -1, 又 得 到 2s 个 场 量 的 退 耦 方程 


对 于 中 微 子 场 ,s = = =0,(7.5.11) 和 (7. 5. 14) 式 简化 为 


[D +e" -p-p )(A-y +p) -(B-o «m -rm G-a+rml =0, 

[(A -y +ptp XD«e-p) -+B -T° +TmGS+B-T[W ”=0.(7.5.15) 
对 于 电磁 场 ,s 21,:20,1, (7.5.11) &1C7. 5. 14) REA 
[(D+e+e -p-p )(A+2p) 
~(8+B-a «m -7): (8+27)] [i =0 
[(D-e*€ -2p-p )(A-2y * y) 
-(8-B-a +m’ -2t)* (8-2a+7)}h = 


0, 


[(A+y-Yy 42a )(D+2e-p)- (8+a+B -7 +27) 
x(8+2B- TI 20,[(A-y- y «uw )(D-2p) 
~(8-a+B -7 +m). (85-27)]y =0. (7.5. 16) 
对 于 自 旋 为 3/2 8932,:20,1,2,(7. 5.11) ICT. 5.14) 式 简化 为 
[(D+2e+e -p-p )(At+yt+3p) 


-(8+2B-a «m -r]° [84 63:38) i? = 0， 

[(D+e -2p- p )(A- y «29 - (6- à! +T -27) 
x(8-a42m)]W? -0 

[(D-2e*€' -3p- p )(A -3y +p) 

albe aped say? ecgsyucio anm) ut ep 

[(A*2y - y' «3p * V )(D *3e-p) - (842a +B -7 +37) 
x (8«3B8- 16? =0, 

[(A- y +2p+p )(D +e -2p) 

JU EB e^ alae place ed 
[(A-2y-y +k+k ) 


, 


(D -e -3p) = Soa fy wt +m). heel dor hib" =0. (7.5.17) 
这 里 应 注意 ,(7.5.11) 和 (7.5.14) 式 这 两 组 退 耦 方程 不 是 独立 的 ,通过 本 节 的 变 
换 式 ,可 以 由 一 组 变 为 另 一 组 . 比如 ,(7.5.17,) 式 可 以 变 为 (7. 5. ST) 
式 可 以 变 为 (7. 5. 17; ) X. 
3. 分 离 变量 
把 含有 各 个 场 分 量 的 耦合 方程 变 为 只 含 一 个 场 分 量 的 方程 称 之 为 退 耦 ; 而 分 
离 变量 则 进一步 把 偏 微分 方程 化 为 常 微 分 方程 . 


nm 
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BAS HR 
Pap +a),A,0,a], 
EO +a), - A,0,a], 
" 1 


m =—=———_| iasin0,0,1 , icosec0] , (7. 5.18) 
2(r + iacos0) 
相应 的 旋 系数 为 
pros (r — iacos0) ' He E Di us 
T= -iap. sind, 7 =- Li sinO, 
2 


1 2 * 1 
B-49pA^, Y= TENE (r-M), 
a= T-P, e = 0. (7.5.19) 
stro A=r -2Mr +a =r +a cos 0 , 是 Kerr 黑洞 的 质量 ,a 是 比 角 动量 . 
对 于 DD 型 时 空 (Kerr 度 规 属于 DD 型 时 空 )， 
K=0o=v=N=0. (7. 5. 20) 


微分 算 符 : 


hos. qo coq 
Ox 


在 以 上 各 式 和 以 下 各 式 中 ,应 注意 区 分 微分 算 符 AT 


符号 Aor -2Mr +a. 
将 (7. 5. 19) 和 (7. 5. 21) 式 代 人 (7. 5.11) 式 ,得 到 


1 | jud a 
ad [LG ea - asin’s ap. Lep Ege 
2 f 2 ) 2 2 2 
xd E do AU e ewe, rear ey 
010 中 sin 0 db or 90 


Fac? 5 P iacost] 3 + [2(2s - t - 1)pA +2(s - 2) 


x(r - M)] 2 + [2(2s -t - 1 )iapsinð ~ cotb] od 


a 16050 


^ PET! 
xp(r-M) -(t-1) x me -3t RY -4st+2+s-1) 
xiapcos0 + (t — 1) (4s -3t -2)p a sin 9 & 2(s-t— 1) 


人 lu... = 0. (7.5.22) 


sin 


+2(s pog &(r- M) + oe OG ast -2t +4s-2) 
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M 228 -1,(7.5.22) 式 化 简 为 


2 


S 2 
ðt 


| 1 2 242 2 . 2 1 2 2 | 
| KC +a) -asin 0 aU Theb es 
í 2 n 2 2 2 
a 1 0 ð 0 1 2 2 

J£ E 2 al - 
LA une) ab’ or 38° $ AMG a ) -r — iacos0 


ð ð ð a icos0 

—-2(s +1 M S PX : 
Xi (s * 1)(r ) ES cot 30 s AC M) Ph 
is +2(s -1) (2s - ID) [p(r - M) +p A + iapcosÓ — p a sin 0] 
*s'cot'8 — s'y) = 0. (7.5.23) 


对 于 中 微 子 场 和 电磁 场 ,s 分 别 为 1/2 和 1,(7.5.23) 式 中 (s -1)* (2s-1)— 
项 为 零 , 化 简 后 得 到 


a 


| E D e ag * e d a 
Le +a) -a sin Ol a +2a no *a)-1 aad 
2 2 2 2 
1 ð 0 ð 1 
x Lino ab’ A 2 ab’ 25 MG a ) r- iacos0) 
ð 0 ð 
xa (s+ 1) C M) 3. cot0 c 
a icos0 0 do v3 | (s) 
2s AC Mr aa 25 cot 0 - s jpo = 0. (7. 5. 24) 
A 
nua = e "R(r)SQ0), (7.5.25) 
(7. 5.22) 式 成 为 
1 | 2 2 2 2 | ? | 
TER +a) -asin 0,042 AG +a)-1 maw -| 和- 
a ë ; 
As ab 2(s-t 1) MC a) -r iacos0] io 
+[2(2s € = 1) pA 480s — 152) (0 M] : 
; 
ES 0 a icos0 | . 
2(2s -t-1 s > 2(s 1 
+[2(2s -t Jiapsin® — cot0] 39 * (s-t ) AC M) tno ım 


+2 (č -st -2t +4s -2)p(r- M)- (1t-1) 
x(4s -3t -2)p A+2(s —t-1) +2(2s -4st +2 +s- 1)iapcosð 
+(t-1)(4s -3t - 2)p a sin 0 + (5 — 1)(s 2 t — 1)cot 0 
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(s 1) 21 je " "* Rr) S(0) - 0. (7.5.26) 
sin 0. 
能 分 离 变量 的 条 件 是 含 p 的 项 为 零 . 取 上 =2s -1,(7.5.26) 式 变 为 
| n +a) -asin0|o +2 no ta)-1mao 
| a 1 2 a 1 2 2 
5 人 A 一 z 十 25| — = = 
~ A sin OJ or 00 um KEN m 
—iacos0l* io - 2(s + 1)(r M) P cot a 
ane or 00 
sh (r -M) + 16039 im +2(s - 1)(2s - 1) [p(r - M) + pA + iacos0 
A sin 0 
= p a sin 0] +s cot 0 — s IRC) S(O) =0. (45.27) 
由 (7.5.27) 式 可 以 看 出 , 仅 当 s = 地 ,1 时 , 含 p 的 项 才 都 为 零 . 分 离 变 量 ,得 
(gut diy X e 
A dr A —R(r) PS AL K -2is(r - M)K] 
+4iswr 一 dee = 0, (7.5.28) 
1 d . d 2..2 2 m 
sind dé sinü 455(0) 十 | a w cos 0 — Lino 
-2a«scos0 — es -scot0-s +ES(0) =0, (7. 5. 29) 
sin 0 / 
Am, 
K-2(r-*a)o-am, NV 2E*a c -2amo-s(s +1), 
E 为 分 离 变 量 常数 . 
ana ,只 有 电磁 场 的 两 个 分 场 量 qu ue ”和 中 微 子 场 的 两 个 分 场 
ben pu? D 可 以 分 离 变量 ,其 他 场 量 均 不 能 分 离 变量 . 
7.6 粒子 的 散射 和 吸收 


在 粒子 的 波长 远大 于 中 心 质量 的 半径 , 且 史 


射 问题 已 为 许多 作者 计算 过 ,用 的 是 低 阶 微 扰 理论 


瓦 硕 场 为 弱 场 的 情况 下 ,粒子 的 散 
和 散射 场 的 弱 场 近似 方法 . 得 到 


的 结果 是 ,标量 和 矢量 粒子 的 散射 遵守 卢 巧 福 
顿 场 的 散射 公式 相符 ( Westerwelt,1971). ÆR t 
以 给 出 光子 的 偏振 效应 . 


ri 


341 fi ,光子 的 散射 截面 和 点 质量 牛 
EE Bod 


Ab Ea. 
H S 


上 计算 二 阶 微 扰 可 
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255| JJ S CLEANER EE JH AP F9 Jes OT ERU TEL UT tad, ioc T 
只 考虑 线性 项 是 不 行 的 . 具有 自 旋 的 粒子 即使 被 球 对 称 黑洞 散射 ,也 可 以 引起 偏振 

黑洞 的 电荷 和 角 动 量 强 烈 地 影响 对 粒子 的 吸收 ,这 可 能 与 玻 色 子 的 极端 辐射 
相 联 系 ( Gibbons ,1975 ) . 费 米子 在 Kerr-Newman 场 中 的 行为 与 玻 色 子 的 不 同 , 没 有 
极端 辐射 效应 . 弱 相 对 论 电子 被 史 瓦 希 小 黑洞 吸收 的 截面 为 标量 粒子 的 二 ( Un- 
ruh ,1976 ) . 本 章 讨论 Reissner-Nordstrom 黑洞 对 标量 粒子 和 电子 的 散射 . 
1 标量 粒子 的 波 函 数 

设 标量 粒子 的 质量 为 上 ,电荷 为 e. 球 对 称 荷 电 黑 洞 的 引力 场 度 规 为 (第 1 章 
1.37): 

a = [1-88 


dr | 1 2d 十 g dr -r (dọ +sin dp ). 
J L r r? 

(7.6.1) 
式 中 MM 和 0 432 Reissner-Nordstrom 黑洞 的 质量 和 电荷 . 系统 的 拉 格 明日 具有 
形式 


Y= (8, - ieA,) Pg" (ð, - ieA,) O° -p DO’. (7.6.2) 
式 中 四 维 势 4, = ( - Q/r,0,0,0). Klein-Gordon 方程 具有 形式 : 
(=g) ^à,[C- g) 8 (a, -ieA,)® 

-ieA'à, - (e A,A” -u )b - 0, (7.6.3) 


(728) a[o g) ^g" (a + ieA,) ^ 
£ieA'0,b  —- (eA,A —-p)®* =0, (7.6.4) 
(7. 6. 3) fIL(7. 6.4) 式 的 区 别 只 是 将 e 换 为 -e. 下 面 我 们 研究 函数 中 的 方程 . 具有 
能 量 。 ,轨道 角 动量 ! 和 在 z 轴 上 的 投影 m 的 态 的 波 函 数 表示 为 
Pam = RAY (0,B)e", 
它 的 径 向 部 分 在 无 限 远 处 是 入 射 波 和 出 射 波 之 和 |: 
Rw = exp( - iovr - igln2ovr) +4(o)exp(iour + inln2wur). (7.6.5) 


式 中 ， 

u=(1 " TN 

n=[oM(1+v) * Z.]/v 
是 粒子 与 黑洞 相互 作用 势 中 的 库仑 部 分 ,Z。 =e0. WAE r, =M+ M -Q EW 
边界 条 件 为 
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Ra = expl - i(w + Z./r.)r], (7. 6. 6a) 
IRP r 由 (7.6.69) 式 确定 : 
dr/dr = (1 - 2M/r + Q'7r ) - 1. (7.6. 6b) 


出 射 波 振幅 4(o) 可 由 这 一 边界 条 件 确 定 . 
2. 标量 粒子 的 散射 和 吸收 


治 z 轴 传播 的 粒子 流 ,散射 波 函 数 的 渐 近 行为 具有 形式 
W =exp(—- iot) | exp[ iovz - imlnwv(r - z) | 
+ [f(0)7r] exp(iovr + inin2wur) |. (7.6.7) 
将 弹性 散射 振幅 按 本 征 态 分 解 ,得 到 


AO) = i Y, (2141) (1 = S) Pest) S, = (= 1)" 4. (7.6.8) 


弹性 散射 的 总 截面 为 
-T _o |? 
a= a LOU! 5:1 (7.6.9) 
此 时 吸收 总 截面 表示 为 
T 2 T 
Van dg 20D -| S| ) = 2 2 + DT,, (7. 6.10) 


式 中 7, 是 局 部 吸收 系数 . 
3. 慢 速 标量 粒子 的 散射 和 吸收 


在 近似 条 件 下 , 当 pM ~ 1Z.1<1,v <1 时 ,再 考虑 到 O<M,r, ~2M,r_ —0, 
由 径 向 方程 的 连接 方法 得 到 


E mT +l-in) 1 
4(o) =( 1) Pepe 31) 
=(-1)” Sr(1 a, (7.6.11) 
式 中 ST (m) 是 散射 算 符 的 库仑 矩阵 元 ;局 部 吸收 系数 T, 具有 形式 : 
Jd ERU METER ica 
(n)? FUP ll PR D 
* ah Gia ppt Supe 
T=(or,+ Z,)r.7(r,- r.) ~ 20M +Z.. (7. 6. 12) 
Ki TS 代 入 ,得 到 总 吸收 截面 : 
_ 160M" 


Z« 
un EE (1 + 5a 2 70M 
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1 +v - Z./oM 


x ; (7.6.13) 
1 - exp[ - 2*0M/v(1 +v + Z,/;oM) | 
当 满 足 极端 辐射 条 件 Z。< -20M 时 ,此 截面 为 负 的 . 
弹性 散射 的 振幅 具有 形式 : 
FO ex 9 * Y QU D) TS; (m) Pi(cos0). — (7.6.14) 
式 中 有 (90) 是 弹性 散射 的 库仑 振幅 : 
Fare ml (1 - in) exp[2inlnsin( 9/2) | (7.6.15) 


~ 2% (1 + in) sin (0/2) 
WE (1 +v )oM +Z.40, AIRF S 波 的 吸收 ,我 们 得 到 修正 后 的 卢 瑟 福 散 射 
角 分 布 : 


do, l+v +Z./oM)’ "a 
v. Mi n LE DEAE 
dQ 4v sin (0/2) 1 - exp( - 270) 
x (1 + RE sin A tani 9 bs (7. 6. 16) 
20M 2 2 


当 m=0 时 ,牛顿 引力 与 电 斥 力 相 抵消 , 广 (6) 一 0, 弹 性 散射 对 角度 的 依赖 关系 
很 弱 : 
do, 


ag ~ 16M (20M + Z.)"| 1 + 4 (woM) cost (7.6.17) 


4. 电子 的 散射 


本 节 研 究 电子 在 Reissner-Nordstrom 黑洞 场 中 的 散射 和 吸收 . 由 量子 电动 力学 
可 知 ,散射 幅 由 系数 4 和 B 确定 ,4 和 8B 的 表达 式 可 写 为 


sz EÜG*D(G -1) +l(S; -1)]P,(cos6), 
f x : . | 
B=7 MEO = Si) IP; Ceos0). (7.6.18) 


式 中 符号 + 分 别 对 应 于 >0 Al A «0 的 态 . 设 入 射 束 是 非 偏振 的 ,微分 散射 截面 
( 按 所 有 下 落 粒子 的 自 旋 态 取 平 均 并 按 散 射流 中 所 有 粒子 态 取 和 ) 等 于 
do, 


吸收 总 截面 可 写 为 
T = 2 + ,2 
e. Tots ltd Bale eis Yee ee Fa y] 


oo 


T = + 
= 2 2 [+1 T, + 1T, 
s b+) ] 
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POOL T,. (7. 6.20) 
w v 
与 得 到 (7. 6. 11) 式 的 过 程 类 似 ,得 到 出 射 波 振幅 的 表达 式 : 

A; (0) = (1) S (mA - T;72). (7.6.21) 


将 (7.6.21) 式 代入 (7.6.18) 式 ,得 到 系数 4 和 B: 


PD + Y L0 Ti e IT: 18r (9) P(eos0), 


oo 


I * - C 1 
Bowl - Ti ) S; (q) Pi (cos0). (7.6.22) 
吸收 截面 的 大 小 和 标量 粒子 的 情况 一 样 , 主 要 由 $ - 波 的 吸收 来 确定 ; 
Ti. 


0, = 


Me d eM 
v w 


1 +v + Z./oM 
KE exp[ (-2mwM/v)(1 +v + Z./@M) | 
显然 ,ac 随 着 静电 引力 的 增 大 而 增 大 . 在 所 讨论 的 近似 条 件 下 ,确定 偏振 效应 的 系 
ZB 只 是 由 于 吸收 才 不 等 于 零 . 由 于 吸收 的 结果 ,散射 束 是 偏振 的 ,偏振 矢量 垂直 
于 散射 平面 . 如 果 只 限于 Pi 波 的 贡献 ,可 以 得 到 散射 粒子 的 偏振 矢量 : 


T (1-pwo)(oM) v. 0 e] ; 
P = - 4m A OA sin =, C08 5 (mq -1) 


(7. 6.23) 


nxn' (7. 6. 24) 


X cos(2mlnsin 2) + 2msin(2mlnsin 2) 


(7. 6.24) 式 表明 ,偏振 度 A(9) 是 角 的 振荡 函数 , 当 9=0 和 6=T 时 A=0. 如 果 
n>1, 即 1 之 wM>>v,v 一 0, 则 偏振 矢量 的 模 很 小 ( ~w M^). [H24 vM 时 , 它 基本 
上 与 eM 成 正比 . 因此 ,黑洞 视界 可 看 做 “起 偏 器 ”. 还 可 以 得 到 含有 吸收 效应 的 电 
子 的 微分 散射 截面 

do, a (l+v + Z./wM)’ 
dQ 4v sin (8/2) 
X 1— Et sin : sin (2nlnsin 2) Ae (7. 6.25) 
这 里 没 考虑 相对 论 效应 . 


S. 中 微 子 的 散射 和 吸收 


[1 *2m(1 + wo) 


前 几 节 中 的 结果 可 用 来 研究 无 质量 的 自 旋 为 0 和 六 的 粒子 的 散射 和 吸收 过 


程 ,近似 条 件 是 oM «1. 对 于 中 微 子 , 除 令 po 以 外 ,还 要 令 e 一 0. 我 们 得 到 中 微 
子 的 微分 散射 截面 
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Oe =a in) qa Esc andam heii 4)] . (7.6.26) 
dQ 2 4 2 
散射 中 微 子 的 偏振 度 
A(0) = wMsin Dcos deos 4oMlnsin a (7.6.27) 
由 前 边 所 得 结果 还 可 以 求 出 中 微 子 的 吸收 截面 : 
c, = (m/w )(T;, * Ti) = 2nM.. (7. 6.28) 


7.7 克 尔 -纽曼 - 德 西 特 黑洞 和 中 微 子 波 


1. 黑洞 微 扰 理论 


如 果 黑 洞 的 视界 外 面 存在 电磁 场 或 中 微 子 场 , 则 这 些 物 质 场 通过 它们 的 能 - 
动 张 量 影响 黑洞 的 空 时 度 规 ;同时 ,黑洞 的 度 规 ( 引 力 场 ) 又 将 作用 于 物质 场 . 在 通 
常情 况 下 ,电磁 场 或 中 微 子 场 的 强度 是 一 阶 无 穷 小 量 ,能 - 动 张 量 是 二 阶 无 穷 小 
量 .因此 , 若 只 保留 一 阶 小 量 , 则 黑洞 外 物质 的 作用 可 略 去 ,只 剩 下 引力 场 ( 度 规 ) 
对 物质 场 的 作用 ,此 时 可 把 物质 场 看 做 试验 粒子 场 . 这 一 类 微 扰 理论 称 为 引力 场 的 
半径 典 量子 理论 ,或 称 为 弯曲 空 时 量子 理论 . 关于 黑洞 的 微 扰 理 论 已 为 S. Chan- 
drasekhar( 1983) 系统 给 出 . 黑洞 微 扰 理论 的 数学 工具 是 Newman-Penorse 的 旋 系 数 
MERREN. 
黑洞 微 扰 理论 中 的 一 个 内 容 就 是 计算 物质 波 的 反射 系数 和 入 射 系数 . 

Chandrasekhar ( 1977 ) 计算 了 Kerr 空 时 中 的 中 微 子 波 . 

Khanal( 1985 ) 计算 了 Kerr-de Sitter 空 时 中 的 中 微 子 波 . 

在 本 节 中 我 们 讨论 了 Kerr-Newman-de Sitter 空 时 中 的 中 微 子 波 ( 分 静止 质 
为 零 和 不 为 零 两 种 情况 ) ,计算 反射 系数 和 人 射 系数 . 我 们 发 现 Kerr-Newman-de 
Sitter 黑洞 的 有 效 势 大 于 Kerr-de Sitter 黑洞 的 有 效 势 . 

2. 狄 拉克 方程 

在 弯曲 空 时 中 ,中 微 子 的 旋 坐 标 形式 的 场 方 程 为 (Teukolsky ,1973 ) 
isP” 20, (7.7.1) 
wQ 20, (7.7.2) 
RE P AQ" ERA — A ROREM "是 旋 协 变 微分 . 

用 旋 标 架 表 示 的 Dirac 方程 为 


V 


4P' 20, (7.7.3) 
v SQ =0， (7.7.4) 
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在 Boyer-Lindquist 坐标 系 中 Kerr-Newman-de Sitter 度 规 具有 形式 : 


» 


ds = ay - Aa sin 0) dr — d -上 dg 


2 


A0 
= gl +a) - Na sin 0]sin Ode 
p 


2 


+ SIG +a) - A, ]sin 6dtdq. (7.7.5) 
p 
Xm, 
pere iacos0,p. = my 5 
A = (r +a’) 1 -Ar - 2Mr +Q, 
" 7.7.6 
A, = 1+ Fhe’ cos, ( ) 
5=1+ qM. 
度 规 张 量 的 逆 变 分 量 为 
| (r +a) a sin 0 0 0 a * ae 1 
p A, Ao p A Ay! 
A, 
0 一 一 0 0 
"m p 
g = (CL. 7) 
nv 
0 0 一 一 0 
p 
dlr +a 1 0 0 5 | 1 asin 0| 
p | A Ay! p sin 6. Ay A, 
选取 零 标 架 
[" s ta)? aX 
A, , OR 
"m 1 2 2 
n Erb +a ), - A ,0,aX], 
m" = E E =|, (7.7.8) 
2Aop sin0 


则 Dirac 方程 (7.3) ,(7.4) 式 化 为 四 个 耦合 方程 ; 
(D+e-p)F, +(64+7-a)F, =0, 
(A+tp-r)F, +(6+B-7)F, =0, 
(D+e -p )G -(8+m -a )G =0, 
(A+ -r)G - (+B -7°)G - 0. (7.7.9) 
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XU, 
EXP F,=P, G=0, G=-Q, 
D=l'd, = ðw, A=n'd, = dn, 


S=m"d, = 05, $= md, = 05, 


: fos 
ia A gsin® 


pesca To i 09 
p 2p 
A, 1 d(__Aysin®) 
ub im 2 2psind de 7 
1 dA, ia Asin 
EX EET 
a -mT- p 
经 过 下 述 三 三 1 TRE, (UH 18,1985) : 
(1) F ze "e" f (r,8), 
F, ze "e" f (r8), 
Gi =e "e" gi(r,0), 
G, =e "e""g,(r,0), (7.7.10) 
(2) U(r,8 =p fi(r,9, U(r,0) -f(r,8), 
Vi(r,0) =g: (r,0), Va (r,0) =pg:(r,9), (7.7.11) 
(3) Ur =R-1(r)S-1 (0), U,=R,1(r)S,1 (9), 
Vi =R,1(r)S-1(0), Vo—R.1(7)8,1(0). (7.7.12) 


(7.7.9) 式 化 为 
Ay 
BRAS 1+ ZIRGS, 20, 
p T 4:2 2 5 DQ 


AZiRaS, - PA FiR1S1 =0, 
z z 2 2 Z E] 


"n ‘Ay Lo 
"Uc > te he en 


AGRAS 1+ RA FIR 18,1 = 0. (7.7.13) 
式 中 ， 
i dA 
g -3 21K, n %4 
MTESA RA Pi 
— + SK n dA, 
g'-9g +} Mi reet 
s P P A, dr’ 
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Z a= ZH ph d( A, sin) 
A, JA,sin® dé 


SH n — d( Aysin®) 
十 , 


A, JA sin dð 


Zi =ð, + 


2 2 
K=(r +a )0o- am, 


H = awsin0 - ——. (7. 7. 14) 
sin0 
分 离 变 量 得 
A, 
QR 1 = Xi 2 [3 1944 = UST MEN 
A CAR = NR, BA FinS-1 = AaS 
6 = ^ os = 
HR - = NAR, [3 29 =A3S.1, 
ADRs =sR1, PASS 2-4, (7.7.15) 
这 里 No ,入 ; Ns 均 为 分 离 变量 常数 ,不 难得 到 
1 1 
Mom = Thr cM = 入， (7.7. 16) 
因此 (7.7. 15) 式 成 为 
CAR- AR, 
AB aR, =2dR_1, (7.7.17) 
A AS = - BAS, 
A EAS. = DAS... (7. 7.18) 
记 DA 为 和 DR 1 为 有 1, 则 (7.7.17) 式 成 为 
AC AURA = AA R, (7.7.19) 
A" FA, Ra = ARA, (7.7.20) 
Ay’ VAS, = AS, (7.7.21) 
A MAS =S, (7.7.22) 
A 
ARa = Paa, Rao = Pa, (7.7.23) 


则 (7.7. 19) ~ (7.7.22) REX 
A UU Pa SRR A HP Sm (7.7.24) 
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1/2 = AS. 
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(7.7.25) 


A BS =- MS. y. A Grinds 


我 们 把 径 向 方程 化 为 一 维 波动 方程 . 为 此 ,引进 


表示 为 
d -— A,d 
dr. w dr’ 
xm, 
—2 2 2 am 
w =r ta ,QO =a —- —. 
€) 
今 
a 
e Ime i 
DH ACE + io), 
其 中 
o =- Xo, 
而 
Dis ud nad. co 
€ A， dr. Ne 
因此 由 (5.2. 24) 式 得 到 
S A^ 
| d c Pe p. 
~ dr ^ w B 
i A^ 
|. pi 入 一 二 已, 
(CD 
设 
Ze BOP xP:i, 
2 2 
由 (5. 2.31) fll (5. 2. 32 ) 式 得 到 
LO 
d M d Z, = icZ., 
t dr. w 
EN 
d : 
入 Z - ioZ,. 
E ' 
H C7. 7. 34) 81 (7.7.35) 5S, 840148 号 到 波动 方程 
E +o |Z = V. Z., 
T x 
式 中 
A, f 1/2 
kor a E 
w dr. | w 


ZF (tortoise ) 坐标 r. ,其 微分 


(7.7.26) 


(7.7.27) 


(7.7.28) 
(7.7.29) 


(7.7.30) 


(7.7.31) 


(7.7.32) 


(7.7.33) 


(7.7.34) 


(7.7.35) 


(7.7.36) 


(7.7.37) 


nm 


. 318° 和 7 章 ”黑洞 的 引力 效应 


3. 反射 系数 和 入 射 系数 


对 于 Kerr-de Sitter 黑洞 


Al =(P +a)(l - 了) - 2Mr, (7.7.38) 
ever ee ni (7.7.39) 
€ 


对 于 Kerr-Newman-de Sitter 黑洞 


A = (7 a) dar - 2Mr + Q, (7.7.40) 
a Sree (7.7.41) 
€ 
由 此 我 们 得 到 
Vous Mets (7.7.42) 


yim »a 时 ,A, =0 有 四 个 实 根 , 记 为 r,, urs urs urs coru RR FM 


Fir. 表示 黑洞 视界 ,r- 表示 黑洞 内 视界 ,r- - 表示 宇宙 内 视界 . 


令 
am am 
w+ = 7» W- 2 2,0. = 
r,ta Ten +a a 
显然 有 
T, rS 
当 w>w,, 有 a >0, 则 
dZ= MZ 
Les (žr. >+); (7.7.43) 
iodr 
r ganr +A o es ae — 40 ， 
Ly (o) ( ) (7. 7. 44) 
B(a)e ""(r, 2- ©); 
(ee -Aloe r >+), 
Z 一] (e) ( ) (7. 7. 45) 


B(oc)e "*(r, >- e). 
因此 对 于 势 了 . ,反射 系数 和 入射 系数 为 
Z =| A(0) I, Z =! Blo), (7. 7. 46) 


Khanal (1985) 给 出 
D+F=1. (7.7.47) 


7.7， 克 尔 -纽曼 - 德 西 特 黑洞 和 中 微 子 波 。 319- 


Mo, <o<o., 有 wo <0, 但 7 +a >0, 此 时 仍 有 


+ Zz-1. (7. 7. 48) 
Mo «o«o, Jr. +a <0, 
| e"* pe *, POP 
AR (7.7.49) 
Be *, r>r,, 
Khanal 给 出 
= 1 +I, (7.7.50) 


式 中 , Z=1Al, Z=1BI? 
4. 中 微 子 波 
根据 宇宙 学 的 考虑 ,中 微 子 静 质 量 可 能 不 为 零 . Lyubimov 等 (1980) 和 Reines 


等 (1980 ) 的 实验 似乎 也 支持 了 这 一 点 
设 中 微 子 静 质量 为 册 与 上 节 类 似 , 我 们 有 


1/2 


[E-io Py =F TAA (7.7.51) 
dr, | z 
> 1/2 
| gD e (7.7.52) 
- dr. w 
设 
0 = arctan P» (7. 7. 53) 
则 
入 +ibr = A t+pre. (7. 7.54) 
于 是 (7.7.51) 和 (7.7.52) 式 可 写 为 
3 1/2 r 5 
d 三 io [Pus - EX GN. 十 wr) Prexp — jarctan E " 
r 7T w : SA 
F d N 1/2 
| z tie Pa = yp. Jexp| + larctan te. (7.7.55) 
- dr Pu 入 
令 
忆 = VW,lexp| - 了 iarctan| ru | ， 
1. a" 
P. = VW-lexpl + 7j iaretan| = | y (7.7.56) 
则 我 们 有 
dy. ( 
qp d) bs SH est en ha: 


E 
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1/2 i 
B = OC * ir eis 
dy, A 1 
r Ap 
1 + 一 
ze + io( tw Bg 和 PIE: 
1/2 
2 2-2 1 
= (M+ wer) es. 
引进 坐标 变换 
Ae I retan dir 
T. =T, Tag ietan rn” 
(7. 7. 59 ) 式 微分 表达 式 为 
dr: = pM zs hdr 
L o 20À + pr 
rH (7. 7. 56) 8I (7. 7. 60) 式 我 们 有 
E 
| dr. tio vs = so 
式 中 
" B A^ (X. 4 wr) 
i 2 2 KAS A pA : 
w (A +yy) + 
2c 
A 
Z. = Wet + Woks 
FH (7. 7. 61) 807. 7. 62) 式 可 得 
E _ WIZ,= ioZ., 
EF | 
| qoe + |Z. = ioz., 
TS | 
将 (7.7.65) 和 (7.7.66) 式 化 成 二 阶 微分 方程 ,得 到 
| " to! |Z. = V, Zs. 
ur | 
式 中 ， 
_ y dw E AC + pr) 
: “ide f lem. su AMAT 
w (入 +pr) + 
20 


(7.7.57) 
(7.7.58) 
(7.7.59) 
(7.7.60) 
(7.7.61) 
(7.7.62) 
(7.7.63) 
(7.7.64) 
(7.7.65) 
(7.7.66) 
(7.7.67) 


7.8 黑洞 的 表面 几何 效应 : 321* 


| 1/2 2 


p Y. 3/2 2: 2^7 dA, 2 | 
x) A, (M+ pr)? + SO +r) + 3p rAr| | 
A X. an 5/2 A A, 
+ ATE 2 [2r(X* tpi) +2patr 4 AE ie 
[oN +r) + AY i 
20 
(7.7.68) 
7.8 黑洞 的 表面 几何 效应 
本 节 讨 论 黑洞 表面 几何 效应 
1. 和 荷 电 匀 加 速 动态 黑洞 的 表面 几何 
荷 电 直线 匀 加 速 动态 黑洞 的 时 空 线 元 : 
ds = goodv t 2go dvdr t 2g» dvd0 t gado t gud@ . (7. 8. 1) 
其 中 度 规 的 各 分 量 为 
Zo =1- em t e - Qarcos0 - 4a © ost 一 a r sin 0, 
r r r 
2 7.8.2 
Zou = 一 kz go» = ar sin®, 
g2 =- r > g3 = 一 r sin’ 0. 


为 了 方便 ,(7. 8. 1) 式 中 直接 采用 了 超前 爱 丁 顿 坐标 . 参量 m =m(v),Q = 0(v) 分 
别 是 黑洞 的 质量 和 所 带电 荷 . a 为 直线 加 速度 的 大 小 , 它 是 一 个 常量 . 根据 
(7.8.1) , (7. 8.2) 两 式 , 我 们 即 可 讨论 该 黑洞 时 空 的 三 种 类 视界 超 曲 面 . 

时 空 (7. 8.2) 式 的 类 时 极限 面 满 足 条 件 : 


a = 0, 7.8.3 
d " dv’? | Qv? ( ) 
即 
2 
pay Q — 2arcos® - 4a Q cosÜ -a r sin 0 = 0, (7.8.4) 
f r r 
2 
EM pre , ! zd 2m 十 4a0 cos0 —=0. (7.8.5) 
a sin 0 a sin 0 a sin 0 a sin 0 
方程 (7. 8.4) 的 有 物理 意义 的 三 个 根 为 
1 acos0 
;=—(-D+E 一 一 7.8.6 
m 2 ( STA) 2a sin 0’ ( ) 
T 2l(op-E«R)- acos® (7.8.7) 
TUN > 2a sin 0’ [5 
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1 acos0 
1 E- ee 7.8.8 
d 2 i id 2a sin 0 ( ) 
其 中 ， 
1 
1 1 1 » o T i 
= > OS 7.8.9 
asinð. 3 + 7 cot 6 - acos( 3 3 )! ( ) 
n 1 
1 1 1 » o T | 
EI-—.— ‘ , 7.8.10 
asin0. 3 十 7 cot 6 - acos( 3 + 3) ( ) 
1 
1 |1 1 2 zd 
= 7.8.11 
asindl 3 + 5 cot 6 - acos( 3 yy. ( ) 
其 中 ， 
4 2 8 22 2 d: 
a - [3cot 0+4cot 0 + 9 + l6macos0 + 16a Q (1 + cos 0) ]7, 
中 =arccos| 一 B : 
在 0< 中 < 二 范围 内 ,有 
B -4a^ sin’ Of, 
T 7 (2 +cos 0) 42 + cos 0| 3 | acos0 | | acos® |' 
216  a'sin 0 6a sin 0 | 4l asin 0 - a sin 9. 
ee | B 0 
+ 4macos0 + 4a Q (1 + cos 0) | JERS, ee 
`a sin @& a sin 0 
2 2 
jo e e (7.8.12) 
a sin 0 a sin 0 


由 D,E,R 的 大 小 我 们 可 判断 出 : 
Tris, > Tris, > Trisz 
下 面 对 =0,Q =0 All a =0 两 种 特殊 情况 做 一 分 析 . 
(1) m 20,0 =0 的 情况 . 
此 时 (7. 8.4) 式 简化 为 
a sin Or +2acosér -1 = 0, (7.8.13) 
解 之 得 Rindler 类 时 极限 面 为 


1 
= (7. 8.14) 
(2) 4a =0 即 对 于 无 加 速 动态 惯性 黑洞 ,有 
r -2mr4Q -0, (7. 8.15) 


ris msi m -Q. (7. 8.16) 
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此 式 表 明 ,在 这 种 特殊 情况 下 勾 加 速 荷 电动 态 黑 洞 的 外 部 度 规 退 化 为 Vaidya-Bon- 
ner 度 规 . Æ 


(i) WEIN Ag Si, BI m = coit Q =const. ) , Jill 


COE RM | 1 + in < 0( 收 缩 态 )， (7.8.17) 
d m -Q 

"T " 

Pus = 1 = | 1 I 站 > OCF HA). (7. 8. 18) 
v $ m -Q? 


即 在 蒸发 状态 下 ,黑洞 的 外 类 时 极限 面 处 于 收缩 状态 ,内 类 时 极限 面 处 于 扩张 态 . 
其 结果 将 导致 内 外 类 时 极限 面 间 的 距离 变 小 . 


对 于 吸 积 黑洞 m = n >0, 则 有 相反 结论 . 


Gi) 对 于 正在 吸收 电荷 的 黑洞 , 即 O = 4 >0( 设 加 =const. ), 则 


dv 
Ha = 
m -Q 
即 
Pus =- s <0 (收缩 态 ) , (7. 8. 19) 
m -Q 
Fus SN (扩张 态 ). (7. 8. 20) 
m -Q 


不 难看 出 ,动态 黑洞 吸收 物质 和 吸收 电荷 产生 的 结果 是 相反 的 . 吸收 电荷 的 黑洞 ， 
其 外 类 时 极限 面 不 断 收缩 ,而 内 类 时 极限 面 不 断 扩 大 ,释放 电荷 的 情况 相反 . 
两 种 吸收 都 存在 时 ,我 们 有 


tis = =m Im OO (7.8.21) 
v m - Q 
如 果 
m Q 
= ; (7.8.22) 
Q m+ m- g 
则 有 
Fas = 0. (7.8.23) 
这 表明 , 当 满 足 条 件 (7. 8. 22 ) 时 ,黑洞 的 外 类 时 极限 面 处 于 动态 平衡 状态 . 
^ Q , (7. 8.24) 
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E 


则 有 


Pus = 0. 


(7.8.25) 


此 时 黑洞 的 内 类 时 极限 面 处 于 动态 平衡 状态 . 
为 了 求 出 短程 线 汇 的 膨胀 0 ,引入 零 标 架 是 方便 的 . 由 (7. 8.2) 式 可 得 


g=-rsin 6, (7.8.26) 
0 -1 0 0 
11 " 
T g — asin0 0 
(g ) . à ; (7.8.27) 
0 — asinO -r 0 
0 0 0 - r'sin 0 
2 2 
g = 一 ] + 2m - Q + 2arcos0 + 4a Q cosi 
r r r 
| 4 = (1,0,0,0), 
n = | 1 t 1 2 1 0 0 
u | 28»: ,F asino, J? 
7.8.28 
m, = - L| (0,0,1 iint), ( ) 
2 
= | r | es 
m, =|- + (0,0,1, - isin0). 
^ l 2 
利用 逆 变 度 规 升降 指标 得 到 逆 变 零 标 架 为 
| D = (0, m 1,0,0) , 
kms d | 
Wh i= | 1, dv ,0,0] , 
m" = E (0,asinð,r ,ir sin 0), lom) 
n" = E (0,asinQ,r ^, 一 ir sin 0). 
经 验证 (7.8.28) ，(7. 8.29) 式 满足 零 标 架 条 件 D YE CARE BELA TE : 
[LI = n,n" = m,m" = m,m" = 0,| 
nul = m,m" = l, 
) E: [ (7. 8. 30) 
lom" = lm" = nym" = nam. - 0, 
‘gy = ln, + n,l, 一 m,m, = m,n, , / 
而 线 汇 的 膨胀 @ 为 
O =n, -K, k-n,,'n (7.8.31) 


经 计算 可 得 


7.8 黑洞 的 表面 几何 效应 + 325* 


2 2 
K zd ud Loria VexUmss n rola AD (7. 8.32) 
r r r 
© = s E. Q — 2acos® — 4a 9. cosÓ — a rsin 0. (7. 8.33) 
r r 


HEX O 20 知 (7. 8. 31) X BL 
go = 0, (7.8.34) 
故此 荷 电 加 速 动态 黑洞 的 表 观 视界 与 类 时 极限 面相 重合 ,因而 前 面 关 于 类 时 极限 
面 的 讨论 均 适 用 于 表 观 视界 . 
为 了 确定 动态 时 空中 事件 视界 ,可 采用 York 的 定义 ,把 L= -mm 作为 小 量 , 在 
一 级 近似 下 ,事件 视界 由 条 件 


fon © O, re © O (7.8.35) 
确定 . 由 径 向 类 光 短 程 线 
d _ -2,1l 
dv N go pus 
得 
1 
六 = 本 goo ， (7.8.36) 
2 
dolo Se 
= So Dr 


ed eor l 2acos0) + 27 
ror L 


m 
=- 9 — acos® 
r r r 


" 
+ 2a Q os - p ; (7.8.37) 
r 


采用 逐次 逼近 法 求 事 件 视界 . 令 r =0, 则 由 (7. 8.35) 式 得 
m  QQ| 1 


一 一 L _ 2ocos6| 


yon es t i 5 = (7. 8. 38) 
2 d 一 S - qcos0 + mI 一 rn 
bar 7 J 
由 于 ran 5j reu THE. , 故 可 令 在 r 2 ra LA 
A90 | 
Lr | 
A _ = 4. (7.8.39) 
2 So c soo rdg C ecd nain 
"Fan Tan Tan 
(7.8.39) : XH] 
F-A, rcr. (7. 8.40) 


H (7.8.40) 和 (7. 8. 36) 式 得 到 
o -2A = 0. (7.8.41) 
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此 即 黑洞 的 视界 表达 式 . 代入 go ,得 到 


a sin 0r 42acosÓr - (1 -2A)r + (2m + AaQ cos0)r 一 g =0, 


Bp 
d XU (1 = 24)7 | 2m + 4aQ’ cosb, e. = 0. (7. 
a sin 0 a sin 0 a sin 0 a sin 0 
解 此 代数 方程 ,得 到 
1 acos0 
oH =>- D' +E -R--———, T: 
fe aes) ( ) 2a sin 0 
1 acos0 
| = D' m E' 十 R' =< T 2 *, T: 
a ( ) 2a sin 0 
1 acos0 
mu, =—(D' +E’ ! y 
ng 2 ( " eo 2a sin 0’ ( 
XU, 
x 1 
ez 111-24 1 到 | 
E MIS Ro afin 7. 
asino. 3 2 cot 0 — a'cos 3 3 ; ( 
^ 1 
r A EK. f el 
Mes gt tb T; 
asino. 3 2 cot 0 — a'cos 3 t 3)) ， ( 
1 
1 1 -2A 1 dka 
I= 4 T 
asind. 3 2 cot 0 — a'cos 5 ( 
其 中 ， 
=[3cot 0 +4(1 - 24) cot 0 + s =A). 
+ l6macos0 + 16a Q (1 + cos 0)] ^ 
©’ =arccos| — B 5 
在 0< 中 ' «a 范围 内 ,B'=4a' sin’ Of’, 
peg d] 3 a cos 8 ， | | a cos 0 1 -24 | 
27. 2 w sin 0 E .2a'sin 0 3a sin 0! 
T 3| acos | 1: d - 2A) a' cos 0 ganas’ n 4a 0 
4 asin 9. a n a sin 0 a sin 0 
ENEN l | acosü | ul - ZA Juei 2. 
‘a sin 0- a sin 0 S orn d 
,49 acoso 
a sin 0 i 
(7. 8. 43) ~ (7.8.45) 式 即 动 态 色 加 速 荷 电 黑 洞 的 三 个 事件 视界 的 表达 


大 式 . 


8.42) 


8. 43) 


8. 44) 


8.45) 


8.46) 


8.47) 


8.48) 
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(7. 8. 43 ) 式 为 Rindler 事件 视界 . (7. 8.44) 和 (7. 8.45) 式 分 别 为 外 、 内 视界 . 

比较 也 ,已 , 尺 与 忆 , 忆 ,及 ' 的 表达 式 可 知 ,在 动态 情况 下 , 匀 加 速 荷 电动 态 黑 洞 
的 事件 视界 与 类 时 极限 面 及 表 观 视界 分 开 . 

(1) 5m 20,0 =0 时 ,(7.8.41) 式 变 为 


a sin Or +2acosbr - (1 - 24) = 0, (7.8.49) 
解 之 得 
- cosü + (1 - Asin 0) 
Tu = $2 , 
asin 0 
He + ”得 到 
1 4 


; (7.8.50) 


"yas a(l + cosð) a 


由 此 可 知 :动态 情况 下 黑洞 的 Rindler 视界 与 稳 态 时 空 的 Rindler 视界 相 比 ,其 位 置 
向 黑洞 的 中 ， Rd 但 形状 并 未 发 生 改 变 , 仍 然 是 旋转 抛物 面 .因而 对 于 Rin- 


dler 观测 者 来 说 , 它 的 三 个 视界 面 不 再 是 重合 的 . 
ii 4 m 20 时 ,0 =0 满足 时 ,4 =0( IN m 20) ,(7.8.50) 式 就 变 为 
1 


eS Sey (7.8.51) 
这 是 一 个 稳定 的 Rindler 视界 . 
(2) 当 a=0 时 ,(7.8.41) 式 变 为 
(1 -2A)r -2mr+Q =0, (7. 8. 52) 
解 之 得 
mp iE Ls -0(1-24) (7.8.53) 


1 -2A 
此 式 即 为 动态 Vaidya-Bonner 黑洞 的 事件 视界 表达 式 . 当 4=0 时 ,事件 视界 回 到 早 
已 熟悉 的 稳 态 Reissner-Nordstorm 黑洞 的 事件 视界 位 置 


ru = mt im -Q, (7.8. 54) 
而 当 Q 20 Hf, (7. 8.54) 式 表示 的 事件 视界 回 到 史 瓦 希 事件 视界 位 置 
rm = 2m, rs, =O. (7.8.55) 
(3) 4=0 时 ,(7.8.41) 式 就 变 为 (7.8.4) 式 ,于 是 得 到 
Zo len = go | ms = Zoo lan = 0. (7. 8. 56) 


故 在 稳 态 情况 下 , 荷 电 匀 加 速 黑 洞 的 三 种 类 视界 超 曲面 :事件 视界 、 表 观 视 界 和 类 
时 极限 面相 互 重合 . 

总 之 ,我 们 求 出 了 匀 加 速 荷 电 动态 黑洞 的 类 时 极限 面 (TLS) 、 表 观 视界 ( AH) 
和 事件 视界 (EH) 的 位 置 . 在 动态 情况 下 ,事件 视界 与 类 时 极限 面 和 表 观 视界 分 
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开 , 而 类 时 极限 面 仍 与 表 观 视界 重合 . 
2. Kerr-NUT 黑洞 的 表面 几何 
取 Weyl 坐标 下 的 线 元 ,其 视界 坐标 为 


p =0,lzl<k, (7. 8.57) 
其 中 
k= m + -a. (7. 8. 58) 


视界 的 二 维 线 元 具有 形式 : 

ds, = E (z)dz + G (0z)d (7.8.59) 
为 了 计算 方便 ,(7. 8.59) 式 中 已 将 原 度 规 的 号 差 由 -2 改 为 +2, 且 
1 E (m 十 大) + (az + Uh)” 


E " 7. 8.60 
(2) =4 2H (7. 8.60) 
2 | k -z 
G(z) =2(m +1 + mk) 5 5 5 
Kk (m-k) + (az + lk) 
(m fae ae mk) 
= LEG) : (7.8. 61) 
值得 注意 的 是 
E(z)G(z) = no +’ +mk) = const.. (7. 8. 62) 


下 面 将 用 Weyl 坐标 进行 计算 . 当然 同样 的 计算 也 可 用 这 一 度 规 的 Boyer-Linquist 

形式 进行 ,因此 必要 时 ,也 将 间或 采用 后 一 度 规 形 式 或 将 结果 化 为 用 后 一 坐标 
表示 . 

线 元 为 (7. 8. 59) 式 的 二 维 曲面 的 高 斯 曲率 为 
1 d 1 

2E(z)G(z) dzl E(z) G(z) dz 

1 d 2 

2LEG GG) |: que Qe (7. 8. 63) 


t (z) 


直接 计算 可 得 


36 (2) Sanio Gl Panky? el tint Pe ea 


x [k (m +k)? + (az * lk) ] -2a(az + lk) [2kz( m. +1 + mk) 
+al(k +z )]}/[k (m +k)? + (az* Ik) |, (7.8.64) 
因此 高 斯 曲率 为 
R=2k + {[k(m +P * mk) +alz][k (m +k) 
+ (az + lk) ] -2a(az + lk) [2kz(m. & Ü + mk) 
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+a(k +z)]}/[k* (m +k) + (az & Ik) ]. (7. 8.65) 
此 式 的 形式 比较 复杂 ,为 了 看 清 R 的 性 质 ,可 先 讨论 一 些 特殊 情况 . 
(a) [=a=0,k=m. 


R = Gat (7.8.66) 
这 是 Schwarzschild 黑洞 的 视界 曲率 . 
(b) 1=0,a40,k= m-a. (7.8.67) 
此 时 不 难 求 得 
2 2 22 
edam me A. (7. 8. 68) 
k(m+k) +az 
在 Boyer-Lindquist 坐标 系 中 ,R 的 形式 为 
R = (r + 二 3a cos 0) (r+ a cos 0)”, (7.8.69) 


其 中 ， 
r. = m 十 天. 
(c) a=0,140,k = +P. 这 时 Ker-NUT 度 规 成 为 NUT-Taub 度 规 ， 
2 1 "m. 
"2k(m-*k) 2k 
此 式 表明 视界 的 高 斯 曲率 与 0 无关 . 
(d) 140,a40,k= m +l -a .这 是 一 般 的 Kerr-NUT 情况 ,此 时 可 以 求 得 


R(z = k) _ 2(m' +f +mk & al) [ (m +k) = Avs + (1-a)’] 


(7. 8.70) 


[(m +k) +la+D T > 
(7.8.71) 
Re cmd -2(m +l +mk-al)[(m+k) -4a | 
[(m+k) +( -aa) | 
(7.8.72) 
利用 高 斯 曲率 只 还 可 以 检查 黑洞 视界 的 拓扑 . 易 求 出 欧 拉 示 性 数 
1 27 +k 
reall db] R(z) E(z) G(z) dz 


1 +k d : 
ne Cs 1 LE 


2(m +0 mk) 
(m +l mk) -al 


显然 a,l 中 至 少 有 一 个 为 零 时 X=2, 即 Schwarzschild, Kerr 和 NUT-Taub 黑洞 的 视 


(7. 8.73) 


。330。 第 7 章 ”黑洞 的 引力 效应 


界 从 拓扑 上 看 是 二 维 球面 ,但 当 a 和 17 均 不 为 零 时 xX>2, 即 Kerr-NUT 黑洞 的 视界 
不 具有 二 维 球 的 拓扑 ,而 Kerr-Newman 黑洞 的 视界 却 具有 二 维 球 的 拓扑 . 
顺便 给 出 Kerr-NUT 黑洞 视界 的 面积 
A = 81(m +’ +mk). (7. 8.74) 
显然 NUT 参数 使 视界 面积 增加 . 
除了 高 斯 曲率 之 外 ,赤道 周 长 C. 和 极 向 周 长 C, 的 变化 也 反映 视界 的 变形 . TR 
据 (7. 8. 59) 式 可 得 Kerr-NUT 黑洞 视界 的 赤道 周 长 : 


4 


C. = [ec -0)de = Arm +t SURE (7.8.75) 
(m+k) +1 
不 难 证 明 : 
C. > Amm = Csa, (7. 8.76) 
式 中 Cs 为 孤立 Schwarzschild 黑洞 的 周 长 . 另外 
C.(1 20,a #0) = 47m. (7.8.77) 


视界 的 赤道 周 长 与 Schwarzschild 黑洞 的 周 长 相 同 , 即 旋转 对 赤道 周 长 无 影响 ,而 
(7. 8.76) 式 谨 明 NUT 参数 使 视界 的 赤 道 周 长 增 大 . 
极 向 周 长 


ACET + (az + Ib) a. 


+k 2 
C, =2[ E(z)dz = = | k -z 


=o) 1 = Kn +k)? + (1e ax). + 
x 


1- 
(m +k)? + (1 — ax)? ]dx. (7.8.78) 
当 c ,不 同时 为 零 时 ,C, 没有 解析 表达 式 也 不 能 表示 成 椭圆 积分 . 当 c,! 中 至 少 有 
一 个 为 零 时 ,可 以 求 得 
C,-4mm, a =1=0, (7. 8.79) 
C,24 (mk) +a E —— m, 
- Jim +k) +a 
a#0, 1=0, (7. 8. 80) 
C,-2-" 2k(m+k), a =0, 10, (7. 8. 81) 


(7. 8. 80) RP E 为 第 二 类 完全 椭圆 积分 . 
对 于 一 般 情 况 , 由 (7.8.75) 和 (7.8.78) 式 可 以 看 出 ,C. 和 C, 都 是 ! 的 增 函 
数 ,虽然 对 于 Kerr-NUT 黑洞 ,C. 和 C, 都 随 1 的 增 大 而 增 大 ,仍然 可 以 定义 参数 
CAG, 
G^ 
用 以 度量 视界 偏离 球面 的 程度 . 值得 注意 的 是 C. 和 C, B 1 的 增 大 是 无 界 的 ,但 C. 


ô = 


(7. 8. 82) 
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z C,, Hl 820 AER. 对 于 有 限 的 a 和 很 大 的 1, 易 得 
C. — C, — 2 Dal, (7. 8.83) 
8 ~ 0. (7. 8. 84) 
对 于 线 元 为 
ds = E(b)db *J(b)dg (7.8.85) 


的 二 维 曲面 ,可 以 等 距 艇 入 平 直 三 维 欧 氏 空间 E! 或 伪 欧 氏 空间 PE . 满足 条 件 


E> 4J J =a, (7. 8. 86) 
IY AY He AZ la] ds = dX +d7 +d2 ,不 满足 此 条 件 时 则 只 能 能 入 空间 ds = dX + 
dY -dZ. 
二 维 曲面 (7. 8. 85) 的 高 斯 曲率 为 
- (J'7H)' 2c 
RE HU SEE (7.8.87) 
设 
Xz-F(z)cosb, Y = F(z)sinb, Z = Z(z), (7. 8. 88) 
ds, =E (z)dz + G(z)db = dX +dY +dZ’, (7.8. 89) 
则 容易 得 到 
F(z) =G(z), (7. 8.90) 
Z(z) =| LE (2) - [ (6 G))' AGC (2) 1" de. (7.8.91) 
对 于 这 里 讨论 的 情况 (7. 8. 86) RA 
[C6 (2))'] 
E (z) > ac) ^ (7.8.92) 
IGS AR X sr DC, BERRA PE. 
由 (7. 8. 60) 和 (7. 8. 61) 式 可 以 得 到 
E (2) Letal e 1 d k(m+ky + (az + Ik): 
(z) k -z! k 
Ak (m +C * mk) [2kz(m +0 * mk) * al(k &z)]l (7.8.93) 
[k (mk) + (az € lk) T l m 
A a 20,020,H1(7. 8. 61) &II(7. 8. 90) 式 得 到 
Ps + Don edt qon ie ed y, (7.8.94) 
(7.8.93) fI(7. 8. 91) 式 变 为 
E (z) [6G (2))'] _ 2(m id + mk) 50, (7.8.95) 


AG (z) k 
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Z(z) in 2(m +Ë + mk). (7. 8. 96) 


由 此 可 见 , NUT-Taub $ ig d 5 WT DIRE PE HA. E. FH (7.8.88), (7.8.94) 和 
(7. 8. 96 ) 式 可 以 得 到 
X +Y +Z =2akr., (7.8.97) 
HIA Te e RM, EVE 2k(m +k). 
下 面 讨论 Kerr-NUT FRIR RRRA E^ 的 问题 . h (7. 8. 61) (7. 8. 92) X 


A(m +’ +mk) 


| (G(z2)'Ix k , 


(7. 8.98) 


或 由 (7. 8.93) 式 有 
2k (m +’ + mk) 


P" Tun a Ren ees 
m+ + (az t+ 


(7.8.99) 
在 两 极 处 ,可 以 得 到 
2 ; | 4(m +0 + mk) 
SOY) beste k(m +0 + mk +al)’ i 
2 ; E 4(m +1 + mky 
(G(z))' l= ry eT (7. 8. 101) 
易 证 明 
(m +l * mk) £al » 0 (7. 8. 102) 
ERZ, AAS a,l 的 符号 无 关 . 利用 这 一 结果 可 以 得 到 
(COO ig < 40n +1 + mk) 
k 
"Sun tal > 0, (7. 8.103) 
Ree bo pee , 4(m æ uN 
| MANN , 40m +l +mk) | 
k 
bes ral < 0. (7. 8. 104) 
lt Gy Lass < Am í Em 


显然 ,车 a 和 171 同 号 , 则 (7.8.98) 或 (7.8.99) 式 在 z= -k 附近 不 满足 ;车 a 和 71 异 
号 , 则 在 z=% 附近 不 满足 上 两 式 . 就 是 说 ,车 a ML ISA AZ, Il] Kerr-NUT 黑洞 视 
FLARE RRA E. 


3. 双 史 瓦 希 黑洞 的 表面 几何 


王 永 成 给 出 的 度 规 在 Boyer-Lindquist 坐标 系 中 具有 形式 
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ds =- 1 2m, 1 2m; dé 
| TPN d 
a 2 
+ IUE PLACER T2 
L E(1,2) E(1',2') lr} - 2mr> + msin 6 
[ 1 2 2 2 2 . 2 
sin 0 
x 3g pend . E s (7. 8.105) 
1 = 2m; 
L " {= 
T? 


其 中 ， 
E(A,B) =RiRs + (z -m, - Za)(z -ms - Zs) +P, 
E(A',B) =E(B,A') = RR, + (z + m, - Za) (z -ms - Za) +0, 
E(A',B') =R',R', + (z +m, — Zi) (z+ ms = Zy) +p, 
A,B=1,2; Z =0,Z, =Z, 


oc [p n (rau p RE a [p à Gael, 


R =+ [p y C Smi LA 
Ri cup +(z+m -Z) TS (7. 8. 106) 
由 
r= Jg + R' + 2m) ,cos0 = EN -R»), (7. 8.107) 
2 2m 
可 将 (7. 8. 105) 式 变 至 外 尔 坐 标 ,其 形式 为 
ds (Ri +R’, - 2mi) (Rp + R'-2m;) 2 
Pee XR tn) Re Re m 
E(1',2) E(1,2") 
E(1,2) E(1',2") 
(R, +R’, 2m) (R, + R’, +2m,)° 2 2 
d dz 
n I6R,R' GR, Map eden) 
CR, + R', +2m,)(R, HR. + 2m, ) 2 2 
d 7.8. 108 
(R, + R', -2m ) (R + R'a ey T ( 
A 
Wee me 
(mi -z) (Z-z * m) 
IZ onis demis 7 ds (7. 8. 109) 


Z tm, — my? 
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G(z)- a EP RE l (7.8.110) 
Z-z-m 
则 
HO Gy cedes e temm (7.8.111) 


X +m, = mı- 


作 代 换 9 一 z, 则 可 得 mi 视界 的 高 斯 曲率 


2ml Z +m, +m 
(Z -m) -m 


x 3 
(Z-z-m;j) 


1 + 2m, | > 0, Z > m; + mı. (7.8.112) 


可 以 求 得 


dK, 3m ![(Z 2m)! - mi] 

dz EU aer (Z-z-m) 
Br VA K, 为 z 的 增 函 数 , 即 m 从 远离 m 的 一 端 到 靠近 m. 的 一 端 ,高 斯 曲率 K, 单 
调 地 增 大 . 在 远离 m 的 一 端 天 为 


Ky 2 Ki(z --m) = 


Z+m -m 


> 0.  (7.8.113) 


E UN 
(2m; ) 


Z+m, +3m, 1 
< 


x|1-2 5 : (7. 8.114) 
uri" +m) (2m) 
显然 Ki 随 Z 的 增 大 单调 增加 . 在 靠近 m 的 一 端 Ki 为 
Ki, =K,(z = mı ) 
I ume m) [(Z rupe ae zm (7.8. 115) 
(2m, ) [Z = (mi +m) ] 
与 Ki 不 同 ,Ki, 不 是 Z 的 单调 函数 . 
下 边 求 出 m 视界 的 赤道 周 长 ci, 和 极 向 周 长 ess. 
27 2T 4m (Z +m ) 1/2 
e ul ~ 1 2 
e. z | G(z 20)de = Í | Zo dọ 
E 
Z + m 
=4nm | > 4mm, (7.8.116) 
Z — nm» 
SRA 4mm 为 孤立 Schwarzschild 黑洞 的 赤道 周 长 . 
de. = 4mm; m 4 一 m» 0 ( 8 117) 
dz | (Z-m) lg I XS 


所 以 m» 靠近 mi ,使 mi 视界 的 赤道 周 长 增 大 . 
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极 向 周 长 
" " ` 
Cip =2| E(z)dz = 4m, Z Ti +m 
RN! g Z +m, - M2 
1 | Z-z-m 
x | | 2 dz 
-m (Z-z+m)(m -z) 
E 8m [Z - (m +m) ] 
(Z +m, = mə) z = (m; S mi) 
x IT, 2m, 2 | r mı mM |, 
s Z + mi -m;' Z a (m = mi) ， 
ZS m em (7.8.118) 
式 中 IL 为 第 三 类 完全 椭圆 积分 ,容易 证 明 模 数 
| m;nm» 
kou «1 (7.8.119) 


z - (m; 一 mi) 
满足 椭圆 积分 的 要 求 . 另外 ,容易 证 明 

Cip € €. (7. 8. 120) 
与 cl 不 同 ,cu 不 是 2 的 单调 函数 .mi 的 视界 面积 》 


"n = [del Eca: Sean eek 
Vnd de. (7.8.121) 
显然 有 
A(Z =m, +m) = l6mmi(m; +m). (7. 8. 122) 


还 可 以 证 明 Z A FR (RISE m. IAA e] EIS T ER E , ioc BER Hh ors PERL: 
p. a 
X = 元 上 dof KiBGd: 


2 2 2 
Z -m -m 


=2 


$ i 252, Z>m +m. (7. 8. 123) 
Z -(m, +m) 


因此 ,根据 Gauss-Bonnet 定理 ,mi WIAA EE FERE. 
黑洞 m 的 视界 的 几何 性 质 与 m 的 视界 的 几何 性 质 基 本 相同 . 将 本 节 上 边 所 
有 公式 中 的 mi 与 ms 互 换 , 另 外 将 z 换 为 2 -z, 就 得 到 m, 视界 的 相应 公式 . 
Z=m +m hl, z=m =Z-m,, p=0 (7. 8. 124) 
的 点 不 在 视界 上 . 根据 (7. 8. 112) 式 并 作 上 一 节 已 指出 的 代 换 ,可 以 求 得 
K=K(Z =m+m) =K(Z=m +m) 


1 
= 一 一 一 一 一 ,z = Mi. 7.8.125 
[2(m; + m) | i 5 
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1838(7.8.122) X18 


m; — mi 


Cp = 4(mi + ma)| T. - aresin a ? Z =m, + m;,(7.8.126) 
2 "m; + m- 
将 m 和 ms 互 换 得 
€» = 4(m + ms)| T — aresin| ^ ^ P» |, Z =m, +m. (7. 8.127) 
2 "m; + m2- 
FWE cp (Z =m +m.) 24am, ,而 c, (Z =m, +m.) «4mm; 
A 
f(x) = arcsinx — Ta, = LS 0zx«xl. (7. 8. 128) 
2 m; + m» 
对 f(x) 求 导 可 知 ,其 在 [0,1] 间 有 一 极 小 值 ,而 在 端点 处 fA(0) 2f(1) =0, 所 以 
f(x)s0, arcsin ™ ™] s a aaa (7. 8. 129) 
m; + m- 2lm +m 
es (Zom +m) =4(m +m)| Z - m ES 
2 Lm, +m 
-4mm,, (7.8.130) 
co(Z=m +m) = 4(m + m) | © + aresin iE] 
2 Cm, + mj. 
<4(m, em) Te ciu. | = 4am. (7.8.131) 


m, +m 
值得 注意 的 是 , 这 种 临界 状态 下 oi, 和 ca, 的 不 同性 质 ,说 明 质 量 不 同 的 两 个 
Schwarzschild 黑洞 中 的 一 个 对 另 一 个 极 向 周 长 的 影响 不 同 . 
由 (7. 8. 125) 和 (7. 8. 126 ) 式 得 
Cip + 6, = 2m[2(m; +m )]. (7. 8. 132) 


视界 的 总 面积 
A=A (Z = mi +m) + AZ = m; + m2 ) 
-4m[2(m, * m)]. (7. 8. 133) 
还 可 以 求 出 横向 周 长 e. ,无论 -m zm, 或 Z - m, =m, SzSZ +m, =m, +2m, 
都 有 


«() =| LGC) | zenn ldo 
-4m |(z+m)(m, +2m - z). (7.8. 134) 
不 难 证 明 , — m, Sz< m, 时 ci(z) 单 调 增加 ,ms <z<m, +2ms 时 c,(z) 单 调 减 少 ,其 
WA Ë cma =c.(z =m;). 因 此 ,如 果 把 z 的 原点 移 到 z=m, 处 , 即 令 z z- m, , 则 


s (7. 8. 135) 


calz) -4m Kn, +m) e 
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BAR e (z ) T z =0, 即 z=m XR. Hz =0 时 
G(z 20) = e, = Am(m; +m) 
-2mn[2(m, + m)] 
=c.. (7. 8.136) 
这 正 是 质量 为 m +m 的 孤立 Schwarzschild 黑洞 的 赤道 周 长 . 
4. 加 速 克 尔 黑洞 的 特征 曲面 
匀 加 速 直线 运动 的 克 尔 黑洞 的 外 部 度 规 时 空 线 元 为 
ds =(1 — F)dv. -2dvdr - 2fp- dvd0 + 2sin 0AFdvd®p 
+24sin 0drdg ~ p d'O + 2Afp sin 0d6do 
-sin 0(A Fsin 0 +A +r)de, (7. 8. 137) 
其 中 ， 
F= |2arcos0 + 2mr/p. * pf > 
f=] - asin8, (7. 8. 138) 
D =r + A cos 0. 
转动 轴 的 北极 6=0, 指 向 加 速度 方向 ,4 为 单位 质量 的 角 动 量 , 是 一 个 常量 ;a 
为 加 速度 ,是 一 个 常量 ;m 为 源 质量 ,是 v 的 函数 . 
类 时 极限 面 的 定义 为 
a 
gu = Bul | |S] = 0. (7. 8. 139) 
由 方程 (1) 可知 . 
te = 1-F =0, (7. 8. 140) 
即 
-a sin Or -2acosg + (1 -2A a sin bcos 0)r 
- (2m +2A acos 0)r+A cos0 — A'a sin 0cos 0 =0. (7.8.141) 
解 此 方程 ,得 到 
rns = D+ EB +R - > ae (7. 8. 142) 
rus, =D -E +R- Y cont ] (7. 8.143) 
asin 0 
ZO 
其 中 ， 
jio [1 - acos(@/3 - 7/3) ] ^, (7.8. 144) 


Basin 
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pal bg dae dd mE. (7.8.145) 

6asin8 
Rest epatassutqia) | (7.8.146) 

6asin8 


2 


a= | | 1 —2A’a sin @cos 0 + Scot’ 


12 3 cos 0 1 cos 0 mcos0 1 A'cos'0 
| 16 a^sin' 0 4 a'sin 0 asin0 2 sin 0 
E: 1/2 
+  A'cos 0 - A'a sin bcos 0 | i (7. 8.147) 
中 =arccos( 一 Bio Jis (7. 8.148) 


当 0 < 中 < 时， 


13 


p -| 1 —2A’a sin 6cos 0 + E 


+ 30a sin 0(1 — 24 a sin 6cos 0 + E 9) 


| 3 cos 0 1 cos 0 mcos0 1 A'cos 0 


(16 a'sin0 4 a'sinO0 asinO 2 sin 0 


+ A cos 0 — A'a sin gcos 0 | -27a sin 0 
| cos0 3 E ? 

x | 2m + 一 一 — ; 7.8. 149 
pon asin @ 2 asin 9. ( ) 


rns, 为 Rindler 的 类 时 极限 面 ,rms， 和 7TLS3 分 别 为 匀 加 速 直线 运动 的 Kerr 黑洞 的 外 
部 和 内 部 类 时 极限 面 . 
3M A=0,m=0 时 ,方程 (7. 8. 141) 化 为 


a sin Or +2acosér -r - 0, (7. 8. 150) 
解 之 得 Rindler 的 类 时 极限 面 
r = [a(1 co50)] `. (7.8.151) 
Ma =0 WY, (7.8. 141) X fi th 
r —2mr+A cos 0 = 0, (7. 8. 152) 
解 之 得 
fa nee Jm ud cos b: (7.8. 153) 


此 时 显然 与 克 尔 黑洞 的 情况 相符 . 
蒸发 黑洞 ,m = dm/dv <0, 可 以 发 现 其 外 类 时 极限 面 收缩 ,内 极限 面 膨胀 . 吸 积 
黑洞 的 情况 相反 


7.8 黑洞 的 表面 几何 效应 + 339* 


表 观 视界 由 @ =0 确定 .为 了 得 到 这 一 方程 ,可 先 将 度 规 (7. 8. 137 ) 对 称 化 
ds = Ly( r +A ) (dv - Asin. 0d) | 


x 


pe | Ad — y dr - fy” do - 2 Asin’ ode] | 
Lg Ll Aav - y" dr /fy de - A asin’ oao) || 
[y(r A) (dv - Asin’ Ode) ] - n 

[iAsinédy + y d0 — i(r +A )sin0dg] a 

[ - iAsin@dv + y d0 +i(r +A )sin6dg] - n 


[ - iAsinOdv + y dO +i(r +A )sin0dg] x b 


[iAsingdv + y d0 -i(r +A )sin6dg], (7. 8. 154) 


y=l/p, Azr «A -y F. (7.8. 155) 


于 是 得 零 标 架 的 表达 式 ， 


n 
和 
膨胀 为 


n, 2 y(r +A )(1,0,0, - Asin 6) ， 


1 [A E "E S 
7 Asi , 
r +A!2 , y ， SY , 2 sin J 


- PX - iAsin0,0,y | ,i(r + A^ )sin0), 


Z CiAsin0,0, y, -i(r +A )sin0), (7.8.156) 


n"=y(r +4 )(0, - 1,0,0), 
A A | 


pep 0:292 
UL U2(r +A) r +A? 
lay 7 
m'- |Y(i4sin8,0,1,—.), (7. 8. 157) 
12 sin0 
Sire eur oes i 
m - [5 6 7 idsin0,0,1, ug 
0 -1*, - k, (7. 8. 158) 
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1 dF A'sin0 dF A Frsin 0 


OPT Ode QUAS d oy 
即 
CENE: n 
pir +A) 
6 -0 即 


- a'sin Or -2acosg + (1 -2A a sin bcos 0) r- 
- (2m + 2A acos 0)r - A'a sin bcos 0+A - 0. 
解 之 得 


j ; , l cos0 
ran, =- D TE +R Em 
1 cos0 
-D'-E' +R’ -— 
PNG 2 asin 0’ 
ra =D! + Eo c S, 
式 中 ， 
D' nud - a'cos( Q'/3 - m/3)]^ , 
‘6asin0 
E'- = [1 - a'cos( q'/3 £m/)]^, 
‘6asin0 
R'= = [1 + a/cos( 9/3) ] ^, 
6asin8 


12 


a! -| | 1 -2A a sin Qcos 0 + Scot’ 


| 3 cos 0 1 cos 6 mcos0 
12 1.6- t D 4246 3 
-l6 asin @ 4 asinð asin 0 
2 4 : i VIE 
+ Lu di £ +A He uu ; 
2 sin 0 / 


中 = arccos( — B'a” ja 
当 0 < 中 ' < 时 ， 


r 13 


pz | 1 -24a sin 6cos 0 + E 0 


+ 30a sin 0 


x | 1 -2A a sin gcos 0 + Scot’ 


(7.8. 159) 


(7. 


(7. 


(7. 


(7. 


(7. 


(7. 


(7. 


(7. 


Gs 


| 3 cos 0 1 cos 0 mcos0 ^ 1 A'cos'0 


16 a^ sin'0 4 a'sin'O asin 0 2 sin 


. 160) 


.161) 


.162) 


. 163) 


. 164) 


. 165) 


. 166) 


.167) 


. 168) 


. 169) 
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2 4. 4. 4 
+4 -A a sin 0cos 0 


f E) T2 
TET EEE ER a a 


asin @ 2 asin 0) 


(7. 8. 170) 


Tan, 为 Rindler 的 表 观 视界 ,ran 和 ran 分别 为 匀 加 速 直线 运动 的 Kerr 黑洞 的 外 部 和 


内 部 的 表 观 视界 . 
下 面 讨论 事件 视界 .由 
LM E UNE 
dv dv 2(r +A) Or r +A OD 
得 到 
. dr A 
r= = 2 2.5 
dv 2(r +A) 
m p dF 
r= 2 2 
2(r +A) dv 


y ULE) p dF 2rr 
Lp qd Ot +A)dr Fo RAS 


= 


事件 视界 由 (7. 8. 35) 式 确定 .采用 逐次 通 近 法 , SES (7. 8. 173) XX] 
D dF $ l r(1- F) D dF 2rr 


2(r +A) do 


xik =0 时 , 即 稳 态 情况 下 ， 


dv 
| r(1 - F) D dF — 2m | 
r 2 2 2 2 2 2 = 0. 
r +A 2(r +A) dr r «A 
解 之 得 
2mr 2 
255 7 pf 
p 
m 3 . 
= P 2acos0 + 2rf t Eid ; 
令 r= Fin ,我 们 有 
1 2mr, : E 
r= i| ] -2ar4ucos0 "a 7 ET A sin O( ria 
2 y. 1 +2 2 2 
+ Acos0)|- 407m +A cos 0). 2acos0 


,2mGSs + A^ cos? 2 - Amrin 
(ran + A cos EON 
1€ (7.8. 176) IVA C7. 8. 172) 式 ,得 到 


Ds ge gad 
+ 2a sin fies | 


r+A Oe +A)dr og A 


(7.8, 171) 


(7. 8.172) 


(7. 8. 173 ) 


T 20 ,得 到 


(7. 8.174) 


(7. 8. 175) 


(7. 8. 176) 
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— a sin Or —2acos0r - (2A a sin bcos 0 + 2; - 1)r 
- (2m +2A cos 0a) r -2 +A — a'sin OA cos'0 =0, (7.8.177) 
解 之 得 


cos0 


王族 (7.8. 178) 
i 2 asin 0 
" n" " 1 cos0 
fug = DMS! XR Ss a E (7. 8. 179) 
2 asin 0 
" " " 1 cos0 
ren, =D" +E R as (7. 8. 180) 
2 asin 0 
式 中 ， 
,z = [1 - a"cos( Q"/3 --/3)]^, 
| E 
6asin8 
pe -t pg udi qui eas 
6asin0 
prec [1 + a"cos(Q"/3) | ^, 
6basinð 
T 3 X2. 
a” -| | 1 -rf —2A a sin bcos 0 + 本 cot 8 
| 3 cos'0 mcos0 1 cos 0 1 A’cos 0| 
12 2:556 4.2 2.4 2 
(16 asin 0 asin0 4 asinO 2 sin 0! 
f ) 1/2 
x -274 +A -a sin 04 cos 0 | ; 
ọ" =arecos( — Bo ). (7.8.181) 


当 0 <w”<m 时 ， 


13 


p" =| 1 - 27 - 24a sin 0cos 0 + EI 


+ 30a sin’ 6 1 - 2r - 24' a sin cos 6 + ET 


| 3 cos 0 mcos0 1 A'cos'0 


(16 a'sin'O asin 0 2 sin'0 


274 +A -A'a sin 0cos 0 


í 3 bye 
=) ip Oy ON a (7. 8. 182) 


asin @ 2 asin 0! 
ren, AY Rindler 视界 ,re 和 ren, DINJI R AIS 2 AY Kerr 黑洞 的 外 部 和 内 部 事 
件 视 界 . 


附录 :不 为 零 的 联络 分 量 为 
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Da xri 1i eae] SE, 
f 2 
To =T2 = | iiu -5 F innu. 
[ p J 2p 
1 dF 
To =T3o z spend ani] d 
p 2p dv’ 
20 Arsin 0 
r% =r? =- "sin peque rsin 
os p 
2 2 
Pegs cnp quad] 
p 
Th =I = A sin grsin20 + M E MO 
2p p 
2 2 a. 0/2. 
re A sin’ 6| n NUN 工科 ing 中 (A * PU ran 9 
2p Vd dr p 
1 A ] udF 1 .dF 
ret Lad 
as emia ARS 25 ar * of qp 
1 dF 
Po=Po => a7 
A 
Deals Ti Pacers eee —;Fsin20, 
2 2p 
1 1 ,,. 2, dF 
Fu =Ti =- 2 aE] _ J Asin! 9 E 
1 A sin 0 dF 
— —AfF sin2 roS 
2 I/Fsin20 + op da 
foes See 
2p 
Po =r =- age + Arf sin’ 0 — AfsinOcos0 + gem 


Ta =fp cot6 


1 1 
Fro =P» = 


2 dr 


= ŽA fsin20 + rg P 


Ln e ofp Asin2 -g Afrsin 0, 
2 de 
Msc Litas | 
2 p dv 


m 
28 


11 


A'sin'8 gE + 2rsin^ 8| 
5 


, 
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d 


A giu go. 490 pat? Oat (A +r )sin20] , 


ale 
2 dé 
puldodbe Ae 
” 2 die 2p do’ 
Fu =Ti = e uve 
p 


dF , Asin’ 0 dF , AE 


I Ey = ;fAsin' 0 di E dd. 2,520 
> 22 
i ep a ai 
p 2p 


r? € 4 sin20 
ry m e 


dose pus 3Afsin20 - Af rsin 0, 


Th = bea hs + 27sin :| 


1 
- 一 | A'sin ud + 2A’ Fsin 0sin20 + (A +r *)sin26| ， 
pr ue 
w = + a E Sa 4 pt 
i28 d dr dv " D l , 
To SI 一 A sin of = P 三 一 LT 
2p dr Td p 


ri =r} = 40h = -2Afcotd - Br 
p p 


2 2 2 ee? 2: . 
3 B I (A Er ) ,ot0 ^ Aisin 0 P A Fsin20 
p 


2p. , 
pases VE SAT MU 
2p dr^ p 
5. 荷 电动 态 黑洞 的 特征 曲面 


轴 对 称 葵 电动 态 黑 洞 的 外 部 度 规 : 


2 


ds =[1 - (2mr - g )ppdu + 2dudr + 2a(2mr 


- Q )ppsin 6dude - 2asin Odrdg - dd 
pp 


2 
( Q -2mr)a pp — sin gd , 


(7. 8. 183) 


其 中 为 超前 爱 丁 顿 坐标 ,质量 m=m(w) , Ht Q=Q(u),p= -(r-iacos0) ,a 
为 比 角 动量 . 
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由 类 时 极限 面 的 定义 
2 | » (7. 8. 184) 
可 得 
r -2mr + (Q +a cos 0) = 0. (7.8. 185) 
解 方程 求 出 黑洞 的 类 时 极限 面 为 
rus = m+ m- (Qi +a cos 0), (7. 8. 186) 


ras 和 ras 分 别 为 黑洞 的 外 类 时 极限 面 和 内 类 时 极限 面 . 在 稳 态 情况 下 ,它们 即 为 
Kerr-Newman 黑洞 的 类 时 极限 面 .下面 对 其 动态 过 程 进行 讨论 . 
(1) 当 m=m(u) ,Q = const. 
dras dm m 
dr e m l + Pow sea ; (7. 8. 187) 
可 见 ,黑洞 蒸发 质量 时 ( dm/du <0), 黑 洞 的 外 类 时 极限 面 收 缩 ,内 类 时 极限 面 脱 
胀 ; 黑 润 吸收 质量 时 (dm/du >0) ,黑洞 的 外 类 时 极限 面 膨胀 ,内 类 时 极限 面 收缩 . 
(2) 4 0=Q(u) ,m =const. , 
drns _ ~ Q dQ 
du 人 du (7. 8. 188) 
不 难看 出 ,黑洞 电荷 的 减少 ,将 使 外 类 时 极限 面 膨胀 ,内 类 时 极限 面 收 缩 ; 黑 洞 电荷 
的 增加 ,将 使 外 类 时 极限 面 收 缩 ,内 类 时 极限 面 膨胀 . 
(3) 4m=m(u),Q=Q(u), 


dm _ dl 

dris - dm 2 vt du Q du 

du du m- (Q +a cos 9) 

此 时 黑洞 类 时 极限 面 位 置 的 变化 与 质量 m 和 电荷 0 变化 速率 的 icf Se HX: 


dQ, dm | m- mw- (Q + a cos 0) 


(7.8.189) 


Ps 7 (7. 8. 190) 
则 黑洞 类 时 极限 面 位 置 变化 与 仅仅 只 有 质量 变化 时 的 情形 类 似 , 即 黑洞 处 于 吸收 


状态 时 ,其 外 类 时 极限 面 膨胀 ,内 类 时 极限 面 收缩 . 黑洞 处 于 蒸发 状态 时 ,其 外 类 时 
极限 面 收 缩 ,内 类 时 极限 面 膨胀 . 


一 般 情 况 F,[m- m - (Q+ =) 1/Q NF 1, (7. 8. 190) 式 可 写 为 


dQ. 
<, (7. 8. 191) 


表 观 视界 被 定义 为 出 射 光 子 陷 获 面 的 外 边界 ,从 它 出 发 的 两 复 类 光 测 地 线 汇 
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的 膨胀 @ 为 零 , 即 
O =n" -k=0, (7. 8.192) 
其 中 
k = nln. 
引入 零 标 架 : 


b= 8, - asin 08, , 


ny = po)" +a +Q - 2mrg lal 4 
2 pp 
2 2 2 
2mr -Q -r -a asin os ; 
2 
- el " : 0 la i2 2 . 3 
m, = --- iasin08, — —à, — i(r +a )sin08,|, 
2* pp 
m, = 一 LEE iasin98, - Ta + i(r + d > (7. 8. 193) 
B- pp 
其 道 变 分 量 为 
lz&, 
e 2 2 2mr -0 -r -aw u 
n =pp (r +a )8 + 2 | 
m” =- P iasinOà; — à - | , 
bl sin0 
m” =- P — jiasin08; + & + E ul. (7. 8.194) 
bl sin0 


n n" p n" 
lm -l,m -n,m -ny,m =0, 


ll = n,n" = m,m" = m, m" = 0. 
利用 (7. 8.193) ~ (7. 8. 194) 式 及 联络 ( 见 附录 ) ,经 计算 得 膨胀 O 为 
0 = (2mr - Q -r - a )rpp. (7.8.195) 
由 表 观 视界 的 定义 @ =0, 有 
2mr -Q -r -a =0. (7. 8. 196) 
由 此 得 到 表 观 视界 
ra = mt am -(a +Q). (7. 8. 197) 


在 稳 态 情况 下 , 它 就 是 Ken-Newman 黑洞 的 视界 位 置 ,其 表 观 视界 与 事件 视界 重 
合 , 显 然 它 是 一 个 球面 . 在 动态 情况 下 ,该 黑洞 表 观 视界 的 位 置 随 黑洞 的 吸收 和 蒜 
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发 发 生变 化 ,其 讨论 与 类 时 极限 面相 似 . 下 面 还 将 看 到 ,动态 情况 下 表 观 视界 与 事 
件 视界 不 再 重合 ,事件 视界 也 不 再 是 一 个 球面 . 
事件 视界 由 


Fg © O, ren ~ O 


决定 ,现在 考察 径 向 出 射 类 光 测 地 线 : 


d 0 
uar Ve =op a) 
+ P (2mr g r a’) pp i + app À 
r 中 
由 上 式 得 
g dr 1 2 2 2 2 
To = (2mr Q r a ) pp. (7. 8. 198) 
du 2 
n dr ~ 2 2. OF 1 2 2 2 -Or 
Pell = pp(r ta) o ta Qmr Q r a )pp a 
=(r +a) (mr - QQ)pp *r[(m -r) 
(2mr - Q -r° -a )rpp]pp. (7.8. 199) 


H1(7.8.198) $1(7.8. 199) 3X HT AIL, 24 (mr - QQ) >0 时 ,在 外 表 观 视界 处 
fan = O,ran 0, 

因此 ,光子 可 以 从 表 观 视界 处 逃逸 到 远方 ,这 与 事件 视界 的 定义 不 符 , 所 以 对 于 轴 
对 称 荷 电 动态 黑洞 ,其 表 观 视界 不 再 与 事件 视界 重合 . 

为 了 求 出 事件 视界 的 位 置 , 令 (7. 8. 199 ) 式 为 零 ,得 

= Q *a)Ghr-QUOpp —— (7. 8. 200) 
(2mr -Q -r -a )rpp + (r - m) 

由 于 ran 5 ren BOXE , 故 


FTW athe 


[2m(m+ m -a - Q) - Q][m(m *. m -a - 0) - 90] 
m -a - 0 [2m(m + im g a ) g a sin 0] 


=D. (7. 8.201) 

将 (7.8.201) 式 代入 (7.8.198) 式 ,得 到 
(1+2D)r -2mr +Q +a (1 +2Dcos 6) = 0. (7. 8. 202) 
此 式 即 为 在 动态 情况 下 , 轴 对 称 荷 电 黑洞 的 事件 视界 表达 式 . 解 (7. 8. 202) 式 ， 


可 得 
m *[m -(1 +2D)(Q +a +2Da cos0)] 


Tren = [3D 3 (7. 8. 203 ) 


rm 和 ra 分 别 为 该 黑洞 的 外 事件 视界 和 内 事件 视界 . 它们 与 6 有 关 , 因 此 黑洞 事件 
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视界 不 是 一 个 球面 . 
(1) “4 m 20,0 =0 AY, H1 (7. 8. 201) A D =0. 
rn mt im -0 -a. (7. 8. 204) 
E: 


EE 件 视界 回 到 我 们 熟悉 的 稳 态 Kerr-Newman 黑洞 视界 的 位 置 ,这 时 表 观 视界 和 


H 


件 视 界 重 合 . 
(2) 34a =0 时 ,由 (7.8.201) 式 得 
jy cce mee) -00 (7.8.205) 
im -Q 
LIE (7.8.206) 


此 时 的 事件 视界 位 置 为 
_m+t[m -(1+2D)Q 
1 «2D 


+ 
TEH 


这 就 是 球 对 称 和 荷 电动 态 黑 洞 的 事件 视界 . 显然 ,在 静态 情况 下 (D =0) , 它 回 到 Re- 


issner-Nordstorm 黑洞 的 事件 视界 位 置 


+ 
Tren = Mt 


(3) 4m «0,0 =0 时 ,由 (7.8.201) 式 得 
[2m(m + m -a zu -0 n m -a -0 ) 加 <0 

Q a sin 0] 
(7. 8. 207) 


im 一 g. 


Im Q is ) 


D = | 2 2 2 
im -a -Q [2m(m + 


在 o(7Z) 量 级 ,可 将 (7. 8. 203) 式 表示 为 
2 2 2 
Below = 0 +a (1 + cos EX 
| 2 2 2 
im -Q -a 
H ESR AT Al ren > (1 -2D) ran 


其 中 , ri ms m -a -0 为 事件 的 表 观 视界 ,由 
7 rau ten < (1 -2D) ra 二 rms, 即 内 事件 视界 收缩 ,外 事件 视界 膨胀 . 因此 ,黑洞 的 


内 外 能 层 都 变 薄 . 
(4) 4m>0,0 20 时 ,由 (7.8.207) 式 得 D>0. 
同上 讨论 ， 由 上 式 可 知 ren Kran Piu > Tan 3 即 内 事件 视界 膨胀 ,外 寻 


缩 . 因此 ,黑洞 的 内 外 能 层 都 变 厚 . 
(5) Æ 0 关 0,m =0, 则 事件 视界 的 变化 正好 与 (3) , (4) 的 结论 相反 . 
附录 :不 为 零 的 联络 分 量 为 
D» =- (rar - QQ)a sin Op p - (mr - Qr)pp +mapp 
- (2mr - Q )ra sin 0p p , 
Do =- (2mr - Q)a sin8cos0p. p I 
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To = (2mr - Qr)a sin 0p p * (2mr 一 Q^ )arsin 0p p. 
- ma sin'Op p + (mr — QQ)a' sin Op p — masin Opp, 
T5, =a sin@cosOpp, 
Fs; =rasin Opp, 
D5 =r(r +a )pp, 
I5 = (2mr - Q)a sin Ocos8p. p , 
T3 =- (mr - Qu - Q'ra ja sin 0p. p 一 mr a sin Op p 
+ mda sin bcos 0p. p - (mr 一 QQ)a' sin’ Op p 
+ ra sin. Opp + rsin 0, 
Doo = (2mr. - Q’r)a’sin Op p. - (2mr - Q) rp p + (rar 
- Q0)* a'sin Op p + (2mr - Q)mp p + (2mr 
- Qr)pp -masingpp - (rir - QQ) pp - mpp, 
To = (2mr - Q')rp p - mpp, 
Tu = (2mr - g ) rasin? 0p p - (2mr - Q ) ra sin 0p p 
- (2mr - Q') masin Op p. - (2mr - Q^ )rasin Op p 
+ ma sin 0p p — (mr — QQ)a sin Op p + masin Opp, 
I; = - a'sinOcos0pp, 
Ti =- (2mr - g )rasin gp p + masin Opp — rasin Opp, 
Ta = (2mr - Q')rpp - rasin pp - r, 
Ps =- (2mr - Q) ra sin 0p p + (2mr 一 Q) ra sin 0p p 
*(mr- QQ)a' sin’ Op p. * (2mr 一 Q^ )ra sin 0p p 
+ (2mr 一 Q')ma sin 0p. p - ma sin 0p p + (mr 
- 00)a sin Opp — ma sin Opp + (2mr — Q^ )rsin Opp 
- ra sin’ Opp - rsin 6, 
Too = - (2mr - Q^ )a sin6cos0p p , 
Tos = (2mr - Q^) r asin8cos0p. p * (2mr 一 Q)a sin8cos0p. p ; 
D» =rpp， 
Ti = - asinO0cos0pp, 
D5-2- a sinOcos0pp, 
T3 =- (2mr - 0 )a'sin 0cos0p p. - 2(2mr - Q^ )a sin 6cos0p p 


nm 
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- (r +a )sin8cos0pp, 
T5 =- (mr - QQ)app 
n dM dT a 


I» =- (2mr - Q? )acos0cosecOp. p , 

To 2 (2mr - Q )ra sin 0p p - ma sin Op p + (mr 
- QQ)a sin p p, 

Pas = acosÜcosecOpp, 

Tis =rpp, 

D» =rapp, 


Ti =(2mr - Q )a sinOcosOp p + cosOcosecO, 
Fares Ora sin opp "I G0\e sm p p 


+ ma sin. gp p t rasin Opp. 
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